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ABSTRACT
The s t u d y  d e s c r i b e s  a number o f  a l g o r i t h m s  f o r  
s o l v i n g  s i n g l e  f a c i l i t y  d e t e r m i n i s t i c  l o c a t i o n  p ro b le m s  
i n  w h ic h  t h e  p l a n a r  a s s u m p t i o n  i s  n o t  a p p r o p r i a t e .  T r a n s ­
f o r m a t i o n s  on  t h e  n o n - E u c l i d e a n  s p h e r i c a l  s p a c e  a r e  com­
b i n e d  w i t h  e f f i c i e n t  s o l u t i o n  t e c h n i q u e s  i n  . E x t e n s i v e  
use  i s  made o f  p r o j e c t i v e ,  s y n t h e t i c  and a n a l y t i c  geo m e t ry .
Two a l g o r i t h m s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  s o l v i n g  s i n g l e  
f a c i l i t y  p r o b le m s  w i t h  t h e  o b j e c t i v e  o f  m i n i m i z i n g  th e  
t o t a l  sum o f  c o s t s  ( m i n i s u m ) . Due t o  the  n o n - c o n v e x  
n a t u r e  o f  t h e  p r o b l e m ,  a l o c a l  optimum i s  o b t a i n e d .  Com­
p u t a t i o n a l  e x p e r i e n c e  i n  s o l v i n g  a number o f  t e s t  p ro b lem s  
i s  r e p o r t e d .  T h e o r e t i c a l  r e s u l t s  c o n c e r n i n g  n a r r o w i n g  o f  
t h e  s e a r c h  r e g i o n  a r e  p r e s e n t e d  as  w e l l  a s  a  number o f  
s p e c i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o b l e m .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  
s i n g l e  f a c i l i t y  r e s u l t s  t o  t h e  l o c a t i o n - a l l o c a t i o n  c l a s s  
o f  m u l t i f a c i l i t y  m in isum  p r o b l e m  i s  i n v e s t i g a t e d .
A l g o r i t h m s  f o r  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b l e m  h a v i n g
t h e  o b j e c t i v e  o f  m i n i m i z i n g  t h e  maximum d i s t a n c e  (minimax)
a r e  a l s o  c o n s i d e r e d .  I t  i s  s e e n  t h a t  e x i s t i n g  a l g o r i t h m s  
2
in  E can  b e  u s e d  to  s o l v e  t h e  p ro b le m  when a l l  demand 
p o i n t s  a r e  c o n t a i n a b l e  i n  a h e m i s p h e r e .  A p p l i c a t i o n  o f  
s i n g l e  f a c i l i t y  r e s u l t s  t o  s o l u t i o n  o f  a s p e c i f i c  t y p e  o f  
m u l t i f a c i l i t y  minim ax p r o b l e m  i s  i n v e s t i g a t e d .
I l l
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CHAPTER I
INTRODUCTION
I .1  B ackground  o f  t h e  R e s e a r c h
Human c o n c e r n  a b o u t  d i s t a n c e  i s  an i n t e g r a l  p a r t  o f  
e v e r y d a y  l i f e .  F r e q u e n t l y  d e c i s i o n s  f o r  o r  a g a i n s t  an 
a l t e r n a t i v e  a r e  p r i m a r i l y  b a s e d  upon  t h e  c o n s t r a i n i n g  e l e ­
m en ts  o f  " t o o  n e a r "  o r  " t o o  f a r . "  The t h e o r y  o f  o p t i m a l  
f a c i l i t i e s  l o c a t i o n  p r o v i d e s  t o o l s  w h ic h  can  a s s i s t  one 
i n  s e l e c t i n g  s i t e s  f o r  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  t h a t  w i l l  
d i r e c t l y  a f f e c t  t h e  d i s t a n c e  t r a v e l e d .
Cooper  (1 9 6 3 )  c r e d i t s  C a v a l i e r i  w i t h  f i r s t  c o n ­
s i d e r i n g ,  i n  1647,  t h e  p r o b le m  o f  f i n d i n g  a p o i n t  a t  w h ic h  t h e  
sum o f  t h o s e  d i s t a n c e s  f rom t h r e e  g i v e n  p o i n t s  i s  a  minimum. 
T h i s  i s  r e f e r r e d  t o  v a r i o u s l y  a s  t h e  S t e i n e r  o r  Fermat  
p r o b le m  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  S y l v e s t e r  (1857) e v i d e n t l y  
f i r s t  p r o p o s e d  t h e  p r o b l e m  o f  f i n d i n g  t h e  p o i n t s  i n  t h e  
p l a n e  su c h  t h a t  t h e  maximum d i s t a n c e  t o  a f i n i t e  s e t  o f  
p o i n t s  i n  t h e  p l a n e  i s  m i n i m i z e d .  A l th o u g h  l o c a t i o n  t h e o r y  
h a s  d e v e l o p e d  f a r  b e y o n d  t h e s e  f u n d a m e n t a l  m a t h e m a t i c a l  
p r o b l e m s ,  new o b s e r v a t i o n s  an d  r e s u l t s  a r e  s t i l l  b e i n g  
r e p o r t e d  c o n c e r n i n g  them (S oko low sky  1976) .
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A new e r a  i n  l o c a t i o n  t h e o r y  b e g a n  w i t h  d e v e lo p m e n t  
o f  a n  i t e r a t i v e  p r o c e s s  t o  s o l v e  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  
S t e i n e r - F e r m a t  p r o b l e m .  The t e c h n i q u e ,  d e v e l o p e d  i n d e ­
p e n d e n t l y  by C o o p e r  (1963)  and  Kuhn an d  Kuenne ( 1 9 6 2 ) ,  
was f i r s t  p r o p o s e d  by  W e i s z f e l d  ( 1 9 3 6 ) .  I n  t h e  p a s t  t w e n t y  
y e a r s  l i t e r a l l y  h u n d r e d s  o f  p a p e r s  h a v e  a p p e a r e d  on t h e  
s u b j e c t  i n  many d i f f e r e n t  f i e l d s .  R e g a r d i n g  t h e  g e n e r a l  
l i t e r a t u r e  o f  l o c a t i o n  t h e o r y  as i t  e x i s t s  t o d a y ,  R e V e l l e  
e t  a l .  (1970)  fo u n d  i t  c o n v e n i e n t  t o  c o n s i d e r  two main  
s t r u c t u r a l  c a t e g o r i e s :
1. L o c a t i o n  on a p l a n e ,  c h a r a c t e r i z e d  by an  i n f i ­
n i t e  s o l u t i o n  s p a c e  and a d i s t a n c e  m e a su re m e n t  a c c o r d i n g  
t o  a n y  p a r t i c u l a r  m e t r i c .
2.  L o c a t i o n  on a n e t w o r k ,  c h a r a c t e r i z e d  by  a s o l u ­
t i o n  s p a c e  c o n s i s t i n g  o f  p o i n t s  on a n e t w o r k  and  t h e  d i s ­
t a n c e  o r  t i m e  m e a s u re m e n t  d ^ j  i s  t h e  l e n g t h / t i m e  o f  t h e  
s h o r t e s t  p a t h  f r o m  node i  t o  node  j .
T h i s  m orph o lo g y  i s  g e n e r a l l y  a c c e p t e d  a s  r e p r e ­
s e n t a t i v e  o f  l o c a t i o n  s y s t e m s  t h e o r y .
E a r l y  maps o f  t h e  w o r l d  ( c i r c a  e l e v e n t h  c e n t u r y )  
d e p i c t e d  t h e  e a r t h  as a  f l a t  p l a n e .  The d i s c o v e r y  t h a t  t h e  
e a r t h  was e s s e n t i a l l y  s p h e r i c a l  c r e a t e d  p ro b le m s  f o r  
c a r t o g r a p h e r s  t h a t  a r e  s t i l l  b e i n g  i n v e s t i g a t e d  t o d a y .
I t  i s  w e l l  known ( H i l b e r t  1952) t h a t  t h e r e  e x i s t s  no  i s o ­
m e t r i c  ( l e n g t h - p r e s e r v i n g )  t r a n s f o r m a t i o n  f rom  a s p h e r e  
t o  t h e  p l a n e .  T h i s  p r o p e r t y ,  o r  l a c k  t h e r e o f ,  e l i m i n a t e s
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t h e  p o s s i b i l i t y  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  s o  t h a t  E u c l i d e a n  
g e o m e t r y  c a n  b e  u s e d ,  i n  t h e  l a r g e ,  t o  m e a s u r e  s p h e r i c a l  
d i s t a n c e s .
Due t o  t h e  r e l a t i v e  i n t r a c t a b i l i t y  o f  w o rk in g  i n  
n o n - E u c l i d e a n  s p a c e ,  h o w e v e r ,  much e f f o r t  h a s  b e e n  ex p e n d e d  
i n  t h e  p a s t  i n  a t t e m p t i n g  t o  d e v e l o p  t r a n s f o r m a t i o n s  f rom  
n o n - E u c l i d e a n  t o  E u c l i d e a n  s p a c e  w h ic h  p r e s e r v e  d e s i r e d  
p r o p e r t i e s . A r e v i e w  o f  s u c h  a t t e m p t s  i s  p r o v i d e d  by A n g e l  
and  Hyman ( 1 9 7 2 ) .  A l s o ,  i n  a n o t h e r  v e i n ,  r e s e a r c h  i s  
o n g o in g  i n  a t t e m p t s  t o  c r e a t e  o p t i m a l  t r a n s f o r m a t i o n s  from 
t h e  s p h e r e  t o  t h e  p l a n e  w h ich  m i n i m i z e  t h e  e r r o r  o f  a  g i v e n  
p a r a m e t e r  ( a r e a ,  d i s t a n c e ,  e t c . )  f o r  a  s p e c i f i c  r e g i o n .  
R e c e n t  w ork  h a s  b e e n  done  by  M i l n o r  (1969 )  and  G i l b e r t  
( 1 9 7 4 ) .
I n  s p i t e  o f  t h e  f o r e g o i n g  e f f o r t s  t h e r e  r e m a in  p r o b ­
lems i n  l o c a t i o n  t h e o r y  f o r  w h ic h  t h e  E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n  
i s  t o t a l l y  i n a p p r o p r i a t e .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h o u g h ,  t h e  
m a j o r i t y  o f  t h e o r e t i c a l  d e v e l o p m e n t s  i n  s e v e r a l  r e l a t e d  
f i e l d s  ( l o c a t i o n  t h e o r y ,  t h e o r e t i c a l  g e o g r a p h y ,  and r e g i o n a l  
s c i e n c e )  r e q u i r e  a g e o m e t r i c a l  f ram ew ork  b a s e d  upon t h e  
a s s u m p t i o n  o f  a  E u c l i d e a n  p l a n e .  C o n s i d e r i n g  t h e  n a t u r e  
o f  t h e  e a r t h ,  i t  i s  s u r p r i s i n g  t h a t  s o  l i t t l e  c o n s i d e r a ­
t i o n  h a s  b e e n  g i v e n  t o  n o n - E u c l i d e a n  b a s e s ,  s p e c i f i c a l l y  
t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c .  I t  i s  s u c h  a  s i t u a t i o n  t o  w h i c h  
t h i s  r e s e a r c h  i s  a d d r e s s e d .
A s i m p l e  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  e r r o r
w h ic h  can  o c c u r  i s  p r o v i d e d  i n  T a b l e  1 . 1  f o r  a  t h r e e  p o i n t  
S t e i n e r  p ro b le m  on t h e  s p h e r e  ( s e e  D a ta  S e t  D9 o f  A p p e n d ix  
B ) . U s ing  b o t h  a  E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n  and a s p h e r i c a l  
a s s u m p t i o n ,  t h e  p r o b le m  was  s o l v e d  b y  an  e x i s t i n g  a l g o r i t h m  
f o r  t h e  p l a n e  and  m e thods  d e v e l o p e d  i n  t h i s  t h e s i s  f o r  t h e  
s p h e r e .  The c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t s  a r e  i n  d e g r e e s  
l a t i t u d e  and  l o n g i t u d e .  F o r  t h e  p l a n a r  p r o b l e m ,  t h e  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w e r e  u s e d  a s  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s .
L o c a t i o n O b i e c t i v e  F u n c t i o n  V a lu e
( L a t . ,  L o n g . ) G r e a t  C i r c l e  M e t r i c E u c l i d e a n  Norm
Optimum 
on S p h e re ( 8 0 . 6 , 7 5 ) 2 . 0 8 1 8 7 2 .7 7 2 8
Optimum 
on P l a n e ( 6 1 . 7 5 , 7 5 ) 2 . 1 5 1 2 3 2 .7 0 9 8 5
T a b l e  1 . 1 .  S p h e r e  v s .  p l a n e ,  a S t e i n e r  p r o b l e m .
When u s i n g  th e  p l a n a r  a s s u m p t i o n  t h e r e  i s  a n  
1 8 . 8 5 °  e r r o r  i n  l o c a t i o n  o f  t h e  optimum f a c i l i t y ,  o r  a p p r o x ­
i m a t e l y  1300 m i l e s  on t h e  e a r t h ' s  s u r f a c e .  A l s o ,  t h e r e  i s  
o v e r  a 30% e r r o r  i n  t h e  optimum o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .
Due to  t h e  i n c r e a s i n g l y  g l o b a l  n a t u r e  o f  c o r p o r a ­
t i o n s  and  i n t e r n a t i o n a l  d e f e n s e  s t r u c t u r e s ,  i t  w o u ld  seem 
u s e f u l  t o  c o n s i d e r  l a r g e  r e g i o n  l o c a t i o n  p r o b l e m s .  As 
W a m t z  (1966)  d e c l a r e s ,  p e r h a p s  t h e  t im e  o f  "comm uni ty  
e a r t h "  i s  n o t  t o o  f a r  r em ove d  i n t o  t h e  f u t u r e .  Due t o  t h e  
i n f e a s i b i l i t y  o f  d e v e l o p i n g  a  t r a n s f o r m a t i o n  t o  h a n d l e
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l a r g e  r e g i o n  p rob lem s  on  a  s p h e r e  v i a  E u c l i d e a n  g e o m e t r y ,  
t h e r e  i s  a  n e e d  t o  d e v e l o p  s o l u t i o n  t e c h n i q u e s  f o r  su c h  
p r o b l e m s .
I t  i s  r e c o g n i z e d  t h a t  t h e  e a r t h  i s  a  s p h e r o i d  
r a t h e r  t h a n  a s p h e r e .  C o m p u t a t i o n  f o r  t h e  s p h e r o i d  i s  
t e d i o u s  a t  b e s t ,  b u t  t h e  e r r o r  due t o  a s p h e r i c a l  a s su m p ­
t i o n  i s  n o t  t o o  s i g n i f i c a n t .  Use o f  s p h e r o i d a l  e q u a t i o n s  
w ou ld  o n l y  b e  w a r r a n t e d  w here  e x t r e m e  a c c u r a c y  i s  s o u g h t ,  
and when a l l  o t h e r  a s p e c t s  o f  t h e  p r o b l e m  a r e  h a n d l e d  w i t h  
u t m o s t  c a r e .  I f  t h e  e a r t h  w e re  r e p r e s e n t e d  by  a  s p h e r o i d  
w i t h  an  e q u a t o r i a l  d i a m e t e r  o f  25 f e e t ,  t h e  p o l a r  d i a m e t e r  
w ou ld  be a p p r o x i m a t e l y  24 f e e t  11 i n c h e s  (D ee tz  and Adams 
1 9 4 5 ) .  Mal i n g  (1973)  c i t e s  a  s t u d y  i n  w h ich  t h e  a v e r a g e  
d i s t a n c e  e r r o r  when u s i n g  a s p h e r i c a l  a s s u m p t i o n  i s  l e s s  
t h a n  1.07o b e t w e e n  200 p o i n t s  i n  t h e  U n i t e d  S t a t e s .
I . 2  L o c a t i o n  P ro b lem s  C o n s i d e r e d
T h i s  s t u d y  d e a l s  w i t h  o p t i m i z i n g  t h e  p o i n t  l o c a ­
t i o n  o f  a  s i n g l e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  i n  a  t h r e e  d i m e n s i o n a l ,  
c o n s t r a i n e d ,  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  s p a c e  f o r  a f i n i t e  s y s t e m  
o f  known f i x e d  demand p o i n t s  l o c a t e d  on a s p h e r e .  The 
demand p o i n t s  a r e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  
by  c o m m u n i c a t i o n s / t r a n s p o r t a t i o n  l i n k s .  The demand p o i n t s  
c o v e r  a l a r g e  r e g i o n ,  i . e . ,  a  r e g i o n  i n  which  t h e  p l a n a r  
a s s u m p t i o n  i n t r o d u c e s  c o n s i d e r a b l e  e r r o r .  A s i n g l e  
e q u a l i t y  c o n s t r a i n t  f o r c e s  t h e  s o l u t i o n  t o  be  two d im e n ­
s i o n a l  i n  t h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  s p a c e  b y  r e s t r i c t i n g
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s o l u t i o n s  t o  b e  on t h e  s u r f a c e  o f  a  s p h e r e .  T h a t  i s ,  t h e  
c o m m u n i c a t i o n s / t r a n s p o r t â t ion  l i n k s  b e t w e e n  t h e  s e r v i c i n g  
f a c i l i t y  a n d  t h e  demand p o i n t s  a r e  v i a  g r e a t  c i r c l e  a r c s  
on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  w h ic h  c o n t a i n s  t h e  demand 
p o i n t s .  C o s t s  due t o  t r a n s p o r t a t i o n  a r e  a  l i n e a r  f u n c t i o n  
o f  d i s t a n c e .  E x c e p t  f o r  s p e c i f i c  e x a m p l e s ,  a  u n i t  s p h e r e  
s h a l l  b e  a s s u m e d .  T h i s  i s  done w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  
s i n c e  g e o d e s i c  d i s t a n c e ,  s ,  i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  
r a d i u s ,  r ,  v i a  s  = r e .
Two d i f f e r e n t  o b j e c t i v e s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d :
1 . M inisum.  M in im ize  t h e  t o t a l  sum o f  c o s t s .
Having M e x i s t i n g  f a c i l i t i e s  l o c a t e d  a t  known d i s t i n c t  
p o i n t s  , ? 2 , Pjvj: a new f a c i l i t y  i s  t o  be l o c a t e d
a t  p o i n t  X. C o s t s  o f  a t r a n s p o r t a t i o n  n a t u r e  a r e  i n c u r r e d  
t h a t  a r e  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d i s t a n c e  m e t r i c  
b e tw e e n  t h e  new f a c i l i t y  and e x i s t i n g  demand p o i n t .
D e f i n i t i o n  1 . 1  G iv e n  any  two p o i n t s  X = ( x ^ , %2 , . . . , x^)  and
Y = (y%, 7 2 ' -  - i n  E u c l i d e a n  E^ s p a c e ,  a n d  p > 1 ,  t h e
I  m e t r i c  b e t w e e n  X and Y i s  :
P
(X-Yl = [ X I x . - y  
^p i = l  ^ ^
(Note  t h a t  p = 1 an d  p = 2 r e p r e s e n t  t h e  r e c t i l i n e a r  and
E u c l i d e a n  n o rm s ,  r e s p e c t i v e l y . )
I f  i s  t h e  p r o d u c t  o f  c o s t  p e r  u n i t  d i s t a n c e  and
number o f  t r i p s  p e r  t im e  p e r i o d  b e t w e e n  X a n d  P ^ ,  t h e  t o t a l
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c o s t  p e r  p e r i o d  i s  g i v e n  b y :
M
f (X )  = I  W. | X - P J .
i = l  ^ ^ ^p
The s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b l e m  u s i n g  t h e  m in i s u m
o b j e c t i v e  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  s e r v i c i n g
f a c i l i t y ,  s a y  X*, t h a t  m i n i m i z e s  f ( X ) , t h e  p e r i o d ' s  t o t a l
t r a n s p o r t a t i o n  c o s t .
F o r  t h e  l a r g e  r e g i o n  l o c a t i o n  p r o b l e m  one c a n
d e f i n e  p (X ,P ^ )  as  t h e  s h o r t e s t  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e
b e t w e e n  demand p o i n t  P^ an d  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  X. T h i s
m e a su re m e n t  o f  d i s t a n c e  i s  shown to  be  a  m e t r i c  by B l u m e n th a l
(1 9 6 1 ) .  The p r o b le m  t h e n  becom es  :
M
M in im iz e  Z W. p ( P . , X)
X i = l  ^ ^
S u b j e c t  t o  [ X L  = 1,  XeE^
w h e re  P^cE a r e  p o i n t s  on t h e  u n i t  s p h e r e  f o r  i  = 1 , . . . , M .  
i i . M in im ax . M in im iz e  t h e  maximum d i s t a n c e .
T h a t  i s  :
M in im iz e  Z 
X
S u b j e c t  t o  |X - P .  L  £  Z i  = 1  M
P
w h e r e  Z i s  ( g e o m e t r i c a l l y )  t h e  r a d i u s  o f  a  s p h e r e  c e n t e r e d  
a t  X , a n d  P^ and X a r e  a s  a b o v e .
S uppose  a known f i n i t e  number  o f  p o i n t s  on t h e  s u r f a c e  o f
a  s p h e r e  i s  g i v e n  and  i t  i s  d e s i r e d  t o  l o c a t e  a  s i n g l e
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p o i n t  on t h e  s p h e r e ' s  s u r f a c e  so  t h a t  t h e  maximum g r e a t  
c i r c l e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h i s  p o i n t  a n d  t h e  g i v e n  p o i n t  i s  
m i n i m i z e d .  The p r o b l e m  i s  t h e n  f o r m u l a t e d  a s :
M in im i  ze  Z 
X
S u b j e c t  t o  p (X ,P ^ )  .< Z
where  X a n d  a r e  a s  a b o v e .
1 . 3 A p p l i c a t i o n  o f  R e s e a r c h
T h i s  r e s e a r c h  h a s  a p p l i c a t i o n  i n  any l a r g e  r e g i o n ,  
lo n g  r a n g e  s i n g l e  f a c i l i t y  min im ax  o r  m i n i s u m  l o c a t i o n  
p r o b le m  a n d ,  a s  w i l l  be  p o i n t e d  o u t  i n  C h a p t e r s  I I I  and  IV, 
may b e  u s e f u l  i n  d e v e l o p m e n t  o f  t e c h n i q u e s  t o  h a n d l e  t h e  
c o u n t e r p a r t  m u l t i f a c i l i t y  p r o b le m .  Such  t o p i c s  as d e t e c t i o n  
s t a t i o n  p l a c e m e n t ,  n a v a l  d e p l o y m e n t ,  l o c a t i o n  o f  i n t e r n a ­
t i o n a l  h e a d q u a r t e r s  o r  d i s t r i b u t i o n / m a r k e t i n g  c e n t e r s ,  and 
l o c a t i o n  o f  l o n g  r a n g e  weapons  s y s t e m s  f a l l  w i t h i n  t h e  
p u r v i e w  o f  t h i s  r e s e a r c h .  I t  w o u ld  seem e s p e c i a l l y  p e r t i ­
n e n t  i n  t h e  a r e a  o f  l o n g  r a n g e  c o m m u n i c a t i o n s . The im p o r ­
t a n c e  i n  r a d i o  e n g i n e e r i n g  s t e m s  f ro m  t h e  f a c t  t h a t  r a d i o  
t r a n s m i s s i o n s  f o l l o w  a g r e a t  c i r c l e  t r a c k .
1 . 4  S cope  a n d  L i m i t a t i o n s
The  r e s e a r c h  i s  l i m i t e d  t o  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  
s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b l e m  u s i n g  a  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c .  
The s e r v i c i n g  f a c i l i t y  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s p h e r i c a l
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s u r f a c e  upon w hich  a f i n i t e  number o f  " w e i g h t e d "  demand 
p o i n t s  a r e  l o c a t e d .  As c i t e d  p r e v i o u s l y ,  e x c e p t  f o r  t h e  
r e s t r i c t i o n  on l o c a t i o n  o f  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y ,  t h e  
p r o b le m  i s  u n c o n s t r a i n e d .  Two c r i t e r i a ,  m i n i m i z a t i o n  o f  
t o t a l  c o s t s  and  m i n i m i z a t i o n  o f  maximum c o s t s ,  a r e  i n v e s t i ­
g a t e d .
E x t e n s i v e  u s e  o f  s y n t h e t i c ,  p r o j e c t i v e  a n d  a n a l y t i c  
g e o m e t ry  i s  made t h r o u g h o u t  t h e  r e s e a r c h  i n  d e v e lo p m e n t  o f  
s o l u t i o n  p r o c e d u r e s  and  e s t a b l i s h i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s ,
T h e re  i s  a  d e f i n i t e  gap i n  t h e  t h e o r y  o f  l o c a t i o n  
w i t h  r e g a r d  t o  t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c .  T h i s  r e s e a r c h  i s  
m o t i v a t e d  by  r e c o g n i t i o n  t h a t  t h e r e  a r e  s i t u a t i o n s  i n  w h ic h  
i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  s p e c i a l  t e c h n i q u e s ,  n o t a b l y  when 
t h e  r e g i o n s  c o n s i d e r e d  a r e  l a r g e r  t h a n  a h e m i s p h e r e .  The 
r e s e a r c h  i n v e s t i g a t e s  t h e  p r o p e r t i e s  o f  s u c h  p r o b l e m s  and  
d e v e l o p s  a p p r o a c h e s  f o r  h a n d l i n g  them.  I t  i s  h o p e d  t h i s  
w ork  w i l l  u l t i m a t e l y  s t i m u l a t e  i n t e r e s t  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  e f f i c i e n t  a p p r o a c h e s  f o r  t h e  m u l t i f a c i l i t y  l o c a t i o n  
p r o b l e m  on t h e  s p h e r e .
I .5  O rd e r  o f  P r e s e n t a t i o n
Due t o  t h e  m a g n i t u d e  o f  w ork  t h a t  h a s  b e e n  done on  
t h e  g e n e r a l i z e d  Weber  p r o b l e m  and o t h e r  l o c a t i o n  m o d e l s .  
C h a p t e r  I I  c o n t a i n s  a s u r v e y  o f  o n l y  t h e  l i t e r a t u r e  
d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  r e s e a r c h  e f f o r t .  E x t e n s i v e  b i b ­
l i o g r a p h i e s  o n  t h e  g e n e r a l  l i t e r a t u r e  a r e  r e f e r e n c e d .
C h a p t e r  I I I  p r e s e n t s  t h e  r e s e a r c h  f i n d i n g s  c o n c e r n i n g  t h e
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m in isum  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b l e m  u s i n g  a  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c .
Two h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  a r e  d e v e l o p e d  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e
p r o b le m .  I n  C h a p t e r  IV t h e  r e l a t e d  minim ax p r o b l e m  i s
exam ined .  I t  i s  shown t h a t  e x i s t i n g  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  
2 3p r o b le m  i n  E an d  E c a n  be  a d a p t e d  t o  s o l v e  t h e  l a r g e  
r e g i o n  p r o b l e m  i n  c e r t a i n  c a s e s .  C h a p t e r  V p r e s e n t s  compu­
t a t i o n a l  e x p e r i e n c e  w i t h  t h e  a l g o r i t h m s  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  
I I I .  A number  o f  exam ple  p rob lem s  a r e  s o l v e d  an d  r e s u l t s  
d i s c u s s e d .  The r e s e a r c h  i s  sum m ar ized  and r e c o m m e n d a t io n s  
f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  a r e  made i n  C h a p t e r  VI.
CHAPTER I I  
STATE OF THE ART
T h i s  c h a p t e r  p r e s e n t s  a r e v i e w  o f  p r e v i o u s  r e s e a r c h  
p e r t i n e n t  o n l y  t o  l o c a t i o n  p r o b le m s  i n  l a r g e  r e g i o n s .  As 
m e n t io n e d  i n  C h a p t e r  I ,  two s p e c i f i c  t y p e s  o f  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n s  a r e  o f  i n t e r e s t ;
1.  M i n i m i z a t i o n  o f  t o t a l  c o s t s  (M in i s u m ) ,  and
2.  M i n i m i z a t i o n  o f  maximum d i s t a n c e  (M in im ax ) .  
C o n c e r n i n g  t h e  g e n e r a l  l i t e r a t u r e  on l o c a t i o n ,  one  may r e f e r  
t o  e x t e n s i v e  b i b l i o g r a p h i e s  ( F r a n c i s  and  G o l d s t e i n  1974;
Lea 1 9 7 3 ) ,  a n d  a t e x t b o o k  ( F r a n c i s  and  W h i te  1 9 7 4 ) .
Only  r e c e n t l y  h av e  r e s e a r c h e r s  shown any  i n t e r e s t  
c o n c e r n i n g  l o c a t i o n  p ro b le m s  o f  t h e  m in isum  v a r i e t y  f o r  
r e g i o n s  so  l a r g e  t h a t  a  E u c l i d e a n  ( p l a n a r )  a s s u m p t i o n  i s  
n o t  a p p r o p r i a t e .  W ende l l  (1971)  p r o v i d e d  a b r i e f  d i s c u s s i o n  
o f  t h e  m in is u m  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b l e m  on  t h e  
e a r t h ' s  s u r f a c e .  An a p p r o x i m a t i o n  t e c h n i q u e  was g i v e n  
w h ich  u s e d  S c h w a r t z ' s  i n e q u a l i t y  t o  f i n d  an  e x p l i c i t  
a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  ( s e e  S e c t i o n  I I I . 8 ) .  M e thods  f o r  
o b t a i n i n g  a n  e x a c t  s o l u t i o n  w e re  n o t  c o n s i d e r e d .
Lea (1 9 7 3 )  s t a t e s  t h a t  some work  h a s  b e e n  done  on
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t h e  p r o b le m  by K r o l i k o w s k i . The N ew ton-Raphson  i t e r a t i o n  
method  was  e v i d e n t l y  u s e d  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  and  c o n t o u r i n g  
was p r o p o s e d  b o t h  t o  s u p p l e m e n t  p r o b l e m  s o l u t i o n  and  t o  
overcome g e o g r a p h i c  i n f e a s i b i l i t i e s .
K a tz  and  C o o p e r  (1975 ,  1976) d i s c u s s e d  t h e  t h e o r e t i ­
c a l  and c o m p u t a t i o n a l  a s p e c t s  o f  t h e  p r o b l e m ,  w i t h  some 
a t t e n t i o n  p a i d  t o  o t h e r  m e t r i c s  on t h e  s p h e r e .  An i n t e r a c ­
t i v e  method  e m p l o y i n g  a n o r m a l i z e d  g r a d i e n t  a n d  an  a c c e l e r a ­
t i o n  scheme due t o  S t e f f e n s e n  ( H e n r i c i  1964)  i s  u s e d  f o r  
f i n d i n g  a  l o c a l  op tim um .  S t e f f e n s e n ' s  t e c h n i q u e  i s  a 
s t a n d a r d  me thod  f o r  a c c e l e r a t i n g  c o n v e r g e n c e  i n  an i t e r a ­
t i v e  a l g o r i t h m .
N o th in g  i n  t h e  l i t e r a t u r e  i n d i c a t e s  a  c o m p l e t e  o r  
e x p l i c i t  work  r e l a t e d  t o  t h e  s u b s e q u e n t  r e s e a r c h  e f f o r t .  
N e a r l y  a l l  t h e  p u b l i s h e d  w ork  t h a t  r e f e r s  t o  l o c a t i o n  i n  a 
l a r g e  r e g i o n  o r  on  a  s p h e r i c a l  s u r f a c e  h a s  b e e n  c o n c e r n e d  
w i t h  t h e  minimax c r i t e r i o n .  However ,  mos t  o f  t h e  e f f o r t  
i n  t h e  p a s t  h a s  b e e n  d i r e c t e d  t o w a r d  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  
f o r  t h e  c o n t i n u o u s  c a s e ,  i . e . ,  l o c a t i n g  n f a c i l i t i e s  on 
t h e  s p h e r e  so t h a t  t h e  maximum d i s t a n c e  t o  any  p o i n t  on 
t h e  s p h e r e  i s  m i n i m i z e d .
The a t t e m p t s  a t  s o l v i n g  t h i s  p r o b l e m ,  and  a  c o n c i s e  
s t a t e m e n t  o f  i t ,  a r e  g i v e n  by T o t h  ( 1 9 7 3 ) .  An e x c e l l e n t  
r e v i e w  o f  s o l u t i o n s  f o r  t h e  c a s e s  n  = 5 an d  n = 7 i s  f o u n d  
i n  Meschkowski ( 1 9 6 6 ) .  T h e r e  a r e  o n l y  a  few v a l u e s  o f  
n  f o r  w h ic h  t h e  s o l u t i o n  i s  known and  f o r  a r b i t r a r y  v a l u e s
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o f  n  t h e r e  i s  n o t  e v en  a r e a s o n a b l e  c o n j e c t u r e  c o n c e r n i n g
t h e  s o l u t i o n .
C o n c e r n i n g  t h e  minimax c r i t e r i o n  when o n l y  a
f i n i t e  number  o f  demand p o i n t s  e x i s t  on  t h e  s p h e r e  ( t h e
p r o b l e m  o f  i n t e r e s t ) , e v i d e n t l y  n o t h i n g  h a s  b e e n  done  i n
2
o v e r  a c e n t u r y .  The p r o b l e m  i n  E was f i r s t  p r o p o s e d  by
S y l v e s t e r  ( 1 8 5 7 ) .  As c i t e d  by  S y l v e s t e r  ( 1 8 6 0 ) ,  t h e  p ro b le m  
2
was s o l \  J. f o r  E by  P e i r c e .  The t e c h n i q u e  was r e d i s ­
c o v e r e d  by C h r y s t a l  ( 1 8 8 5 ) .  A more r e c e n t  p r e s e n t a t i o n  o f  
t h e  a p p r o a c h  i s  g i v e n  by  Rademacher  a n d  T o e p l i t z  (1957)  
i n  a  book  o f  m a t h e m a t i c a l  d i v e r s i o n s .  I n  S y l v e s t e r ’ s  
p a p e r  t h e  p r o b l e m  was e r r o n e o u s l y  c l a i m e d  t o  b e  c o m p l e t e l y  
a n a l o g o u s  t o  t h e  o n e  on  t h e  s p h e r e .  T h i s  c l a i m  i s  d i s c u s s e d  
f u r t h e r  i n  S e c t i o n  I V . 4.
2
P e i r c e ' s  r u d i m e n t a r y  t e c h n i q u e  f o r  E i s  s u i t a b l e  
f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  by  h a n d .  R e c e n t l y  E l z i n g a  an d  
H e a m  (1 9 7 2 a )  p r e s e n t e d  a  s i m i l a r  a l g o r i t h m  w h ich  was  
c o n d u c i v e  t o  p rogram m ing  on a  c o m p u te r  an d  h e n c e  i s  more 
e f f i c i e n t .  No s u c h  e f f i c i e n t  t e c h n i q u e  e x i s t s  f o r  t h e  
c o u n t e r p a r t  p r o b l e m  on t h e  s p h e r e .
S i n c e  l i t t l e  h a s  b e e n  done c o n c e r n i n g  t h e  l a r g e  
r e g i o n  l o c a t i o n  p r o b l e m s ,  a  E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n  was  made,  
u s i n g  l a t i t u d e  and  l o n g i t u d e  a s  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s .
Any l a r g e  r e g i o n  " r e a l  w o r l d "  exam ple  p r o b l e m  i n  t h e  
l i t e r a t u r e  i s  i n v a r i a b l y  c o n c e r n e d  w i t h  n o t - s o - l a r g e  a 
r e g i o n  s i t u a t e d  i n  t h e  m i d d l e  l a t i t u d e s ,  t h u s  k e e p i n g  t h e
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e r r o r  due  t o  a  E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n  w i t h i n  b o u n d s  o f  
a c c e p t a b i l i t y .  N o t a b l e  examples  o f  such  p r o b le m s  a r e  
p r e s e n t e d  by  Kuhn an d  Kuenne ( 1 9 6 2 ) ,  Smal lwood  ( 1 9 6 5 ) ,  
and C h a p e l l e  ( 1 9 6 9 ) .  Two of t h e s e  p ro b le m s  w i l l  b e  d i s ­
c u s s e d  i n  more d e t a i l  i n  C h a p t e r  V.
Kuenne a n d  S o l a n d  (1971,  19 7 2 ) ,  i n  a  s t u d y  o f  t h e  
m u l t i f a c i l i t y  g e n e r a l i z e d  Weber p ro b le m ,  c o n v e r t  l a t i t u d e  
and  l o n g i t u d e  t o  c o o r d i n a t e s  on a M e r c a t o r  P r o j e c t i o n  
(W a m tz  and  W o l f f  1971) , compute a l l  d i s t a n c e s  a s  rhumb-  
l i n e  map d i s t a n c e ,  an d  c o n v e r t  t o  a p p r o x i m a t e  g r e a t  c i r c l e  
d i s t a n c e s .  A l t h o u g h  i t  worked  w e l l  f o r  t h e i r  p u r p o s e s ,  t h e  
e r r o r  i n  t h i s  m e th o d  i n c r e a s e s  d r a m a t i c a l l y  a s  e i t h e r  p o l a r  
r e g i o n  i s  a p p r o a c h e d  o r  r e g i o n s  l a r g e r  t h a n  a h e m i s p h e r e  
a r e  c o n s i d e r e d .  T h e i r  a p p ro a c h  i s  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  
S e c t i o n  I I I . 1 4 . 2 .
C o n s i d e r i n g  t h e  f o r e g o i n g ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  
r e s e a r c h e r s  w e r e  aw are  o f  t h e  p ro b le m s  e n c o u n t e r e d  i n  
u s i n g  a E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n  when demand p o i n t s  a r e  s c a t ­
t e r e d  o v e r  a l a r g e  r e g i o n ,  b u t  t o  d a t e  l i t t l e  h a s  b e e n  
done  t o  r e s o l v e  them.
CHAPTER III
MINISUM SINGLE FACILITY LOCATION PROBLEMS
I I I . l  I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  c h a p t e r  m i n i m i z a t i o n  o f  t h e  t o t a l  c o s t s  f o r  
a s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b l e m  on a s p h e r e  u s i n g  t h e  
g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  i s  a d d r e s s e d .  Two new a l g o r i t h m s  f o r  
s o l u t i o n  o f  t h e  "m in i sum ” p r o b le m  a r e  d e v e l o p e d ,  an d  a 
number o f  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o b le m  a r e  p r e s e n t e d .
As s t a t e d  i n  C h a p t e r  I ,  a g e n e r a l  fo rm  o f  t h e  p r o b ­
lem f o r  m e t r i c s  i s  g i v e n  by :
M
min f(X)  = I  W I X - P . I .
X i = l  1 1 p
w h e r e :  P^ f o r  i = l , . . . , M  a r e  f i x e d  demand p o i n t s
f o r  i = l , . . . , M  a r e  n o n - n e g a t i v e  w e i g h t s ,  and 
X i s  t h e  unknown l o c a t i o n  o f  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y ,  
XeE^
The o b j e c t i v e ,  t h e n ,  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  
new f a c i l i t y ,  s a y  X , t h a t  m i n im i z e s  f ( X ) , t h e  t o t a l  
" t r a n s p o r t a t i o n ” c o s t .  C o s t  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  s t r i c t l y  
a f u n c t i o n  o f  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e  and  demand p o i n t  w e i g h t s
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I I I . 2 P r o b l e m  F o r m u l a t i o n
On t h e  s p h e r e ,  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  r e q u i r e s  
u s e  o f  i n v e r s e  t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s .  T h e r e  a r e  a number 
o f  f o r m u l a t i o n s ,  e a c h  h a v i n g  i t s  own a d v a n t a g e s  an d  d i s a d ­
v a n t a g e s .  I n  g e n e r a l ,  t h e  p r o b le m  can  b e  f o r m u l a t e d  a s
M
min I W .p ( P . ,X )  ( 3 . 2 . 1 )
X i = l  ^ 1
S u b j e c t  t o  |X L  = 1 ,  XeE^
^2
w h e r e :  p ( P ^ , X )  i s  t h e  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e  b e t w e e n  demand
p o i n t  P.  a n d  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  X, and | • L  i s  t h e1 x-2
E u c l i d e a n  norm. W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  t h e  p r o b le m  
i s  f o r m u l a t e d  f o r  t h e  u n i t  s p h e r e  s i n c e  a r c  l e n g t h  on a 
s p h e r i c a l  s u r f a c e  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  r a d i u s .
R e c o g n i z i n g  t h a t  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  b e t w e e n  two 
p o i n t s  on  a  s p h e r e  i s  v i a  t h e  s h o r t e r  g r e a t  c i r c l e  a r c  
c o n n e c t i n g  them ( L y u s t e m i k  1964) i t  c a n  b e  shown t h a t
p ( P .  ,X) = 2 Arc  s i n  -----------  2 ( 3 . 2 . 2 )
^ 2
T h u s ,  one  h a s :
M tP;-X| ,  ^
min Z  2W. A rcs  i n  -----%—  2 ( 3 . 2 . 3 )
X i = l  ^ ^
S u b j e c t  t o  |X L  = 1,  XeE^
^2
w h e r e ;  W., P., and  X a r e  d e f i n e d  a s  i n  S e c t i o n  I I I . l .1 1"
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  t h e  a r g u m e n t  f o r  A r c s i n  i s  
r e s t r i c t e d  b e t w e e n  0 an d  1,  and t h a t  t h e  f u n c t i o n  i s  convex
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i n  t h i s  r e g i o n .  I t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  a  co n v ex  f u n c t i o n  
o p e r a t i n g  on  a  co n v e x  f u n c t i o n  i s  l i k e w i s e  c o n v e x .  R e c o g ­
n i z i n g  t h a t  t h e  a r g u m e n t  i s  c o n v e x  and  t h a t  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  i s  a  n o n - n e g a t i v e  sum o f  c o n v e x  f u n c t i o n s  i t  f o l ­
lows t h a t  i t ,  t o o ,  i s  c o n v e x .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h o u g h ,  t h e  
s o l u t i o n  s p a c e  i s  n o t  c o n v e x ,  r e s u l t i n g  i n  a n o n - c o n v e x  
programming p r o b le m .  T h i s  i s  d e m o n s t r a t e d  g r a p h i c a l l y  i n  
F i g u r e  3.L A l t h o u g h  t h i s  fo rm  o f  t h e  p r o b l e m  i s  r e v e a l i n g  
w i t h  r e g a r d  t o  p r o p e r t i e s  o f  t h e  u n c o n s t r a i n e d  p r o b l e m ,  i t  
was found  t o  be  n o t  a s  e f f i c i e n t  c o m p u t a t i o n a l l y  i n  r e p e a t e d  
c a l c u l a t i o n s  o f  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  as  t h e  n e x t  
f o r m u l a t i o n  ( a b o u t  20% s l o w e r  o n  a n  IBM 3 7 0 / 1 5 8 J ) .
A b a s i c  r e s u l t  o f  e l e m e n t a r y  c a l c u l u s  i s  t h a t  i f  
two l i n e s  and  L2  h a v e  d i r e c t i o n  c o s i n e s  and
( ^ 2 , ^ 2 ' ^ 2 ^ '  i f  - i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  and  L 2  t h e n
cos  0 = ^1^2 ^ l ’̂ 2" D e f i n i n g  as  t h e  a n g l e
b e tw e e n  t h e  r a y s  i n  d e t e r m i n e d  by OP  ̂and 05?, w h e r e  0 
i s  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e ,  an d  o b s e r v i n g  t h a t  m i n i m i z i n g  
t h e  w e i g h t e d  sum o f  t h e  a r c s  ( g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e s )  i s  
e q u i v a l e n t  t o  m i n i m i z i n g  t h e  w e i g h t e d  sum o f  t h e  a n g l e s  
w h ich  s u b t e n d  t h e  a r c s ,  t h e  o b j e c t i v e  i s
M
Min Z  ( 3 . 2 . 4 )
X i = l  ^ ^
S u b j e c t  t o  I X | . = 1
^2
On a  s p h e r e  o f  r a d i u s  1 w i t h  c e n t e r  a t  t h e  o r i g i n
3
i n  E , demand p o i n t s  = ( a ^ , b ^ , c ^ ) ,  i = l , . . . , M  an d
C o l a t l t u d e
S ou th  P o l e
•180° L o n g i t u d e  -9 0 ° cP
N o r th  P o l e
90 180^
P ^ '  A n t i p o d a l  t o  P^
F i g u r e  3 . 1 .  3-D Minisum f u n c t i o n  p l o t ;  D a t a  S e t  D l ,  A ppend ix  B,
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X = (x^ ,% 2 ,Xg) i t  f o l l o w s  t h a t :
= A rccos  (a^^x^ + ^1^2 ^  c ^ x ^ )  ( 3 . 2 . 5 )
w h e r e :  ) x | ^  = 1.  C o n v e r t i n g  t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s
2
one g e t s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a t i o n :
M
M in Z W. A rc c o s  ( a . sin(!>cosA + ( 3 . 2 . 6 )
i = l   ̂ ^
b ^ s i n ^ s i n A  + c^cos4>)
S u b j e c t  to  -n < A <_ IT
0 <. $ < TT
w h e r e :  x̂  ̂ = sin<fcosA >. 0 i = l , . . . , M
Xg = s i n ^ s i n A  
Xg = cos$
T h i s  f o r m u l a t i o n ,  e q u i v a l e n t  t o  ( 3 . 2 . 3 ) ,  was found  
t o  be  e f f i c i e n t  f o r  t h e  two a l g o r i t h m s  d e v e l o p e d  i n  t h i s  
c h a p t e r .  U s in g  f o r m u l a t i o n  ( 3 . 2 . 6 ) ,  t h o u g h ,  a n  e s s e n t i ­
a l l y  u n c o n s t r a i n e d  p ro b lem  w i t h  two b ounded  v a r i a b l e s  i s  
s o l v e d .  The bo u n d s  a r e  n e c e s s a r y  o n l y  b e c a u s e  o f  p e r i o d i ­
c i t y  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  A c o n s p i c u o u s  d i s a d v a n t a g e ,  
w h ic h  c o u l d  a f f e c t  i t s  u s e  i n  some a l g o r i t h m s , i s  t h a t  one 
knows l i t t l e  a b o u t  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n . 
The A rccos  f u n c t i o n  i s  n e i t h e r  convex  n o r  c o n c a v e  o v e r  t h e  
d o m a i n .
Any p o i n t  on  t h e  s p h e r e  can  b e  i d e n t i f i e d  by  a two­
t u p l e  ( $ ,  A) w h ere  $ i s  t h e  c o l a t i t u d e  ( 0  A _< r )  a n d  A i s  
t h e  l o n g i t u d e  o r  m e r i d i a n  ( - tt < A £  t: )  . L e t t i n g  = ($j^ ,  Â )̂ 
an d  X = ( 0 , A ) ,  v i a  t h e  Law o f  C o s in e s  f o r  E l l i p t i c  Geometry
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(Kay 1969) and  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o s i n e  f u n c t i o n  i t  f o l l o w s  
t h a t  :
c o s [ p ( P ^ , X ) ]  = cosP^cosP  + sin4>^sin<))COS ( ^ -
and t h u s  :
p CP^.X) = A rccos  (A^)
The g o a l ,  t h e n ,  i s  t o  :
M
m in im iz e  Z W- A rccos  (A.)  ( 3 . 2 . 7 )
i = l  ^ ^
S u b j e c t  t o  0 <_ 4» <. TT
- T T  <  A ^  I I
T h i s  f o r m u l a t i o n ,  a l t h o u g h  s i m i l a r  t o  t h e  p r e v i o u s  
one ,  was fo u n d  t o  b e  c o m p u t a t i o n a l l y  i n e f f i c i e n t .  T h i s  i s  
p r i m a r i l y  due t o  t im e  r e q u i r e d  f o r  T a y l o r  S e r i e s  a p p r o x i ­
m a t i o n s  o f  t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s  on a d i g i t a l  c o m p u te r .
I t s  p r i n c i p a l  a d v a n t a g e s  a r e  t h a t  one w o rk s  d i r e c t l y  w i t h  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s , a l o n g  w i t h  t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  
f o r m u l a t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  an u n c o n s t r a i n e d  p r o b l e m .
I I I . 3 F u n d a m e n ta l  P r o p e r t i e s
I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  n o n - c o n v e x i t y  o f  t h e  p ro b le m
i s  d e m o n s t r a t e d ,  a l o n g  w i t h  n o n - d i f f e r e n t i a b i l i t y  o f  t h e
o b j e c t i v e  f u n c t i o n  and t h e  f a c t  t h a t  t h e  domain  o f  t h e  
o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  r e s t r i c t e d .
I I I . 3 . 1  N o n - c o n v e x i t y
The u n f o r t u n a t e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  n o n - c o n v e x i t y , 
w h ic h  i s  n o t  a f a c t o r  i n  t h e  p l a n a r  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n
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p ro b le m ,  i s  b e s t  s e e n  t h r o u g h  an exam ple .  C o n s i d e r  t h e  
t h r e e  e q u a l l y  w e i g h t e d  demand p o i n t s  i n  D a t a  S e t  Dl o f  
A ppend ix  B and s u p p o s e  t h e  o b j e c t i v e  i s  t o  m in im iz e  t h e  
t o t a l  sum o f  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e s .  A t h r e e  d i m e n s i o n a l  
g r a p h  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  a s  a  f u n c t i o n  o f  $ 
and A i s  s e e n  i n  F i g u r e  3 . 1 .  I t  i s  d e p i c t e d  a s  a  f l a t t e n e d  
s p h e r e  w i t h  i n f i n i t e  d i s t o r t i o n  a l o n g  t h e  *A p l a n e  a t  t h e  
N o r th  and  S o u t h  P o l e s .  I t  i s  c l e a r  f rom  t h e  g r a p h  t h a t  
l o c a l  minima e x i s t  a t  Pj^, P £ . and  P ^ , w i t h  p o s s i b l e  d o u b t s  
as t o  w h a t  i s  h a p p e n i n g  b e h i n d  t h e  p e a k  a t  P ^ ' .  I t  t u r n s  
o u t  t h a t  a l l  t h e  l o c a l  min im a a r e  v i s i b l e ,  an d  i t  w i l l  be  
s e e n  i n  C h a p t e r  V t h a t  t h e  g l o b a l  minimum o c c u r s  a t  P ^ .
F i g u r e  3 . 2 ,  a c o n t o u r  p l o t  o f  t h e  m in isum  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  u s i n g  D a t a  S e t  D2 o f  A ppend ix  B, e x h i b i t s  t h e  
p o s s i b l e  e x i s t e n c e  o f  a l t e r n a t e  o p t i m a  on  t h e  s p h e r e ,  
namely  t h e  e n t i r e  a r c  ^ 2 ^ 3 '  g r a p h  o f  t h e  o b j e c t i v e
f u n c t i o n  o v e r  t h e  g r e a t  c i r c l e  a r c  a s  a f u n c t i o n  o f  l o n g i t u d e  
i s  p i e c e w i s e  l i n e a r .
I I I . 3 . 2  N o n - d i f f e r e n t l a b i l i t y
B e s i d e s  t h e  n o n - c o n v e x i t y  o f  t h e  p r o b le m ,  d i f f i c u l ­
t i e s  a r i s e  a s  t o  d i f f e r e n t i a b i l i t y  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  
n e c e s s i t a t i n g  c o n s i d e r a t i o n  o f  t e c h n i q u e s  t o  c i r c u m v e n t  
t h e s e  d i f f i c u l t i e s  d u r i n g  any  s e a r c h  p r o c e d u r e .  A l th o u g h  
n o n - d i f f e r e n t i a b i l i t y  o c c u r s  o n l y  a t  t h e  demand p o i n t s  
f o r  t h e  c o u n t e r p a r t  p l a n a r  E u c l i d e a n  norm p r o b le m ,  on  t h e  
s p h e r e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  n o n - d i f f e r e n t i a b l e  a t  b o t h
2 2
\
O b j e c t i v e  f u n c t i o n  
u n d e f i n e d  o u t s i d e  
" f o o t b a l l "
F = 6 \
Optima
3 .66
U n c o n s t r a i n e d  G l o b a l  
F =3 .26  ^
. 66
L o c a l  Maxima
C o n t o u r  p l o t  ; D a t a  S e t  D2 o fF i g u r e  
A p p e n d ix  B .
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Che demand p o i n t s  a n d  a t  t h e  u n i q u e  p o i n t s  a n t i p o d a l  
( p ( x , y )  = i t )  t o  e a c h  o f  t h e  demand p o i n t s .  R e f e r r i n g  t o  
F i g u r e  3 . 1  a g a i n ,  t h e  " k n i f e - e d g e d  s u r f a c e "  d e s c r i b e d  by  
V e r g i n  a n d  R oge r s  (1967 )  a p p e a r s  a t  t h e s e  p o i n t s .  The 
r e a s o n  f o r  t h i s  o c c u r r e n c e  can  b e  s e e n  by e x a m i n i n g  t h e  
d e r i v a t i v e  o f  A r c c o s  X:
3 A rc c o s  X _  ̂ , ,------ ?
ax  l-X'^
Note t h a t  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  i s  u n d e f i n e d  when X = 1,
w h ich  o c c u r s  f o r  a r c s  o f  l e n g t h  0 and tt , w h ich  i n  t u r n  
c o r r e s p o n d  t o  t h e  s i t u a t i o n s  when one i s  a t  a  demand p o i n t  
o r  i t s  a n t i p o d a l  p o i n t .
C o n c e r n i n g  t h e  s e a r c h  t e c h n i q u e s  w h ich  w i l l  be  
d e v e l o p e d ,  one  o f  them  r e q u i r e s  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h i s  
p r o p e r t y  s i n c e  i t  em ploys  a g r a d i e n t  s e a r c h .  The  o t h e r  
a l g o r i t h m  i s  d e r i v a t i v e - f r e e .
I V . 3 . 3  R e s t r i c t e d  Domain o f  O b j e c t i v e  F u n c t i o n
A n o t h e r  p r o p e r t y  o f  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  m in i s u m  
s p h e r e  p r o b le m  n o t  e n c o u n t e r e d  i n  t h e  p l a n a r  c a s e  i s  t h a t  
t h e  domain  f o r  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  r e s t r i c t e d .  T h i s  
i s  b e c a u s e  t h e  r e a l  a rg u m e n t  Z o f  t h e  A rc c o s  f u n c t i o n  may 
n o t  e x c e e d  t h e  b o u n d  | z |  £  1. G iven  t h a t  X i s  a  p o s s i b l e  
s e r v i c i n g  f a c i l i t y  l o c a t i o n ,  c e r t a i n l y  t h e  o b j e c t i v e  f u n c ­
t i o n  i s  d e f i n e d  f o r  a l l  p o s s i b l e  X c o n t a i n e d  w i t h i n  o r  on 
t h e  u n i t  s p h e r e ,  b u t  n o t  d e f i n e d  f o r  a l l  X o u t s i d e  t h e  
s p h e r e .  I n  F i g u r e  3 . 2  t h i s  i s  d e m o n s t r a t e d  f o r  a  f o u r  p o i n t
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p r o b l e m  i n  t h e  d e g e n e r a t e  c a s e  o f  l o c a t i o n  on a  g r e a t  
c i r c l e  a r c .  The " o u t e r "  a r e a  i s  n o t  w i t h i n  t h e  domain o f  
d e f i n i t i o n .  As t h e  number o f  demand p o i n t s  i n c r e a s e  a r o u n d  
t h e  s p h e r e ,  n o t e  t h a t  t h e  domain o f  d e f i n i t i o n  w i l l  s h r i n k  
t o  a p p r o x i m a t e  t h e  s p h e r e .
T h i s  r e s t r i c t e d  domain o f  d e f i n i t i o n  m u s t  be  c o n ­
s i d e r e d  when u s i n g  any  s e a r c h  t e c h n i q u e  c a l l i n g  f o r  p r o j e c ­
t i o n s .  C a r e  m u s t  b e  t a k e n  t o  i n s u r e  t h a t  t h e  s e a r c h  does  
n o t  l e a v e  t h e  domain  o f  d e f i n i t i o n ,  t h u s  c a u s i n g  p r e m a t u r e  
t e r m i n a t i o n .
I I I . 4 Dominance P r o p e r t i e s  on t h e  S p h e re
I I I . 4 . 1  I n t r o d u c t i o n
A l t h o u g h  t h e  g e n e r a l  m in i s u m  p ro b le m  on t h e  s p h e r e  
h a s  many u n d e s i r a b l e  p r o p e r t i e s ,  t h e r e  a r e  s i t u a t i o n s  i n  
w h ic h  one  c a n  r e d u c e  t h e  s e a r c h  r e g i o n  f o r  a  g l o b a l  opt imum. 
F o r  e x a m p le ,  i t  seems p l a u s i b l e  an d  i n t u i t i v e  t h a t  i f  a l l  
t h e  demand p o i n t s  a r e  l o c a t e d  on  a  h e m i s p h e r e ,  t h e n  any  
s e a r c h  f o r  an  o p t i m a l  s o l u t i o n  c a n  b e  r e s t r i c t e d  t o  t h i s  
r e g i o n .  U s i n g  s p e c i f i c  r e s u l t s  o f  c o n v e x i t y  t h e o r y  f o r  
s p h e r i c a l  g e o m e t r y ,  t h i s  i n t u i t i v e  c o n c e p t  i s  now g e n e r a l i z e d  
t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  an y  s e a r c h  f o r  an  o p t i m a l  s o l u t i o n  t o
( 3 . 2 . 1 )  c a n  b e  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s p h e r i c a l l y  convex  h u l l  o f  
t h e  demand p o i n t s .
The  m a j o r  r e s u l t s  o f  t h i s  s e c t i o n  a r e  b a s e d  upon  a 
g e n e r a l i z a t i o n  o f  K u h n ' s  (1967)  c o n c e p t  o f  dom inance  due
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C O  W endell  a n d  H u r c e r  ( 1 9 7 3 ) .  I c  i s  d e s c r i b e d  b y :
D e f i n i t i o n  3 . 4 . 1  A p o i n t  x '  d o m i n a t e s  a  p o i n t  x w i t h
r e s p e c t  t o  P ^ , . . . , P ^ , . . . , P ^ g ,  demand p o i n t s ,  i f  and  o n l y  i f
p ( x ' , P ^ )  £  p ( x . P ^ )  f o r  a l l  i .
As a n  im m e d i a t e  r e s u l t ,  i f  x '  d o m i n a t e s  x  w i t h
r e s p e c t  t o  P^  f o r  a l l  i ,  and i s  a  n o n - n e g a t i v e  c o n s t a n t
f o r  a l l  i ,  x ’ h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t :
M M
Z W . p ( x ' , P . )  < Z W . p ( x , P . )  
i = l  ^ ^  ~  i = l  ^ ^
So,  by  s h o w in g  f o r  an y  x / V , w h e re  V i s  a s p h e r i c a l l y  
co n v ex  h u l l ,  t h a t  t h e r e  e x i s t s  an  x ' e V  s u c h  t h a t  x ' domi­
n a t e s  X  one i s  a s s u r e d  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  an  o p t i m a l  s o l u ­
t i o n  X *  s u c h  t h a t  x* i s  i n  V.
P r i o r  t o  e s t a b l i s h i n g  t h e  m a in  r e s u l t s  i t  i s  n e c e s ­
s a r y  t o  i n t r o d u c e  some c o n c e p t s  and  lemmas.  T e rm in o lo g y  and  
p r o o f s  o f  s u p p o r t i v e  lemmas a r e  i n  A p p e n d ix  A.
I I I . 4 . 2  Dominance w i t h i n  S p h e r i c a l l y  Convex H u l l
I n  t h i s  s e c t i o n  i t  i s  e s t a b l i s h e d  t h a t  any  s e a r c h  
f o r  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  ( 3 . 2 . 1 )  can  be  r e s t r i c t e d  t o  t h e  
s p h e r i c a l l y  co n v ex  h u l l  c o n t a i n i n g  t h e  demand p o i n t s .
Theorem 3 . 4 . 1  Given a  s e t  o f  demand p o i n t s  
{ P ^ l i = l , . . . ,M} ( n o t  c o n s i s t i n g  o f  two a n t i p o d a l  p o i n t s )
2
whose convex  h u l l  i s  V = c o n v { P ^ | i = l  M}. F o r  any  xeS
2
such  t h a t  x^V, t h e r e  e x i s t s  x*eVcS s u c h  t h a t  x* d o m in a te s  
X in  t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  t o  P^ ,  i = l  M.
26
P r o o f  : By Lemma A . 8 ,  V i s  c l o s e d .  So a p p l y i n g
Lemma A .4 ,  c o n s i d e r  t h e  s u p p o r t  l i n e  L o r t h o g o n a l  t o  l i n e  
a t  p .  The p r o o f  i s  i n  two p a r t s .
P a r t  A . S uppose  t h a t  V l i e s  e n t i r e l y  on  a  l i n e  
t h r o u g h  X ,  an d  f u r t h e r  t h a t  t h e  m e a s u r e  o f  V = pq i s  £  r  
( n o t e  t h a t  i f  t h e  m e a s u re  i s  > t t  , t h e n  i t  i s  e q u a l  t o  2 n  ) .
F or  x^V, d e s i g n a t e  p a s  t h e  c l o s e s t  p o i n t  o f  V t o  x .
I f  p ( x , p )  _> t t / 2 , c h o o s e  x* a s  t h e  m i d p o i n t  o f  p q .  S i n c e  
p ( p . q )  £  TT , t h e n  p ( x * , p ^ )  £  t t / 2  f o r  a l l  P ^ V ,  i = l , . . . , M ;  
and  X* d o m i n a t e s  x .
I f  p ( x , p )  < t t / 2 , c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g .  I f  
p ( p . q )  £  p ( x , p )  t h e n  t h e  c h o i c e  x*  = p o b v i o u s l y  d o m i n a t e s  
X  s i n c e  f o r  any demand p o i n t  P ^ , (xpP^^q) h o l d s  and p ( x * , P ^ )  = 
p(p.P j^)  £  p ( p . q )  £  p ( x , p )  £  p ( x , P ^ ) .  O t h e r w i s e ,  t a k e  
x * c ^  s u c h  t h a t  (xpx*)  and  p ( x , p )  = p ( p , x * ) .  A l s o ,  d e f i n e  
x '  and  p ' a s  t h e  a n t i p o d a l  o p p o s i t e  p o i n t s  o f  x  an d  p ,  
r e s p e c t i v e l y .  L e t  P^ be  a  demand p o i n t .
Case  I .  P ^ e ^ *  ( F i g u r e  3 . 3 a )
Then (x p P ^ x * ) h o l d s  a n d  p ( x * , P ^ )  £  p ( x * , p )  = p ( x , p )  £  p ( x , P ^ )  
by p r o p e r t i e s  o f  b e t w e e n n e s s ;  h ence  x*  d o m i n a te s  x.
Case  I I .  P^exT^x' ( F i g u r e  3 . 3 b )
Then (xpx*P^)  h o l d s  and  p ( x , P ^ )  = p ( x , x * )  + p ( x * , P ^ )  £  p ( x * ,P ^ )  
by p r o p e r t i e s  o f  b e t w e e n n e s s ,  and d o m in an ce  f o l l o w s .
C ase  I I I .  P ^ e x ' p '  ( F i g u r e  3 . 3 c )
Then (xp 'P ^)  h o l d s ,  a s  does  ( x * x ' P ^ p ' ) .  Now s i n c e ,  
p ( p . p ’ ) = TT = P ( p , x )  +  p ( x , p ' )
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= p ( p ,x * )  + p ( x * , p ' )
= p ( p , x )  + p ( x * , p ' ) ,  
i t  f o l l o w s  t h a t  p ( x , p ' )  = p ( p ' , x * ) .
A dd ing  p (p ' t o  b o t h  s i d e s ,  and  u t i l i z i n g  t h e  f a c t  t h a t
( x p ' P ^ ) ,  one  h a s
p ( x . P ^ )  = p ( p ' , x * )  + p ( p ' , P ^ )  > p ( p ' , x * )
S i n c e  ( x * P ^ p * ) ,  i t  f o l l o w s  f rom  b e t w e e n n e s s  p r o p e r t i e s  t h a t
p ( p ' , x * )  = p ( x * , P ^ )  + p ( P ^ , p ' )  > p ( x * , P ^ )
Thus p ( x , P ^ )  _> p ( x * , P ^ )  and  x*  d o m i n a t e s  x.
S i n c e  a l l  p o s s i b l e  c a s e s  h av e  b e e n  c o n s i d e r e d ,  t h e  







F i g u r e  3 . 3 .  Theorem 3 . 4 . 1 ,  P a r t  A.
P a r t  B . N ex t ,  assume V does  n o t  l i e  on  a l i n e  
t h r o u g h  X .  By Lemma A . 5 ,  t h e r e  e x i s t  e x a c t l y  two d i s t i n c t  
r a y s  xb^ an d  x b 2  w i t h  b ^ ,  b 2  e bd  V s u c h  t h a t  t h e  l i n e s  
xb^ and xb^ a r e  s u p p o r t  l i n e s  o f  V an d  e a c h  r a y  x v  f o r  
veV e i t h e r  c o i n c i d e s  w i t h  xbj^, o r  x b 2 , o r  l i e s  b e t w e e n  
xb^ and x b ^ . I n  p a r t i c u l a r ,  xp i s  b e t w e e n  x b ^ , x b 2  o r
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c o i n c i d e s  w i t h  them, s o  t h e  sum o f  t h e  a n g l e s  ^  pxb^  and  
^ p x b 2  i s  no  g r e a t e r  t h a n  i t  , an d  a t  l e a s t  one o f  them ,  c o n s e ­
q u e n t l y ,  c a n  b e  no g r e a t e r  t h a n  ir/Z . We may assume w i t h o u t  
l o s s  o f  g e n e r a l i t y  ^  pxb^ _< t t / 2 . Now e i t h e r  ^ p x b 2  ± 
o r  p x b 2  > t t / 2 . The c a s e s  a r e  c o n s i d e r e d  s e p a r a t e l y .
C ase  I .  Suppose  ^Cpxb 2  £  t t / 2  ( s e e  F i g u r e  3 . 4 a ) .
L e t  X *  =  p , and  su p p o se  v  i s  any  p o i n t  o f  V n o t  on l i n e  xp 
( t h e r e  m us t  e x i s t  a t  l e a s t  o n e  s u c h  p o i n t  u n d e r  t h e  a s s u m p ­
t i o n )  . I f  V i s  on t h e  b ^ - s i d e  o f  ^cp (k  = 1 , 2 )  t h e n  s i n c e  
XV c o i n c i d e s  w i t h  xb^  o r  l i e s  b e t w e e n  xb^  ̂ and  x b 2 » ^ p x v  
_< ^  b^xp £  i t / 2 . On t h e  o t h e r  h a n d ,  w i t h  v on L o r  on t h e  
o p p o s i t e  s i d e  o f  L a s  x ,  one o f  t h e  o p p o s in g  r a y s  f ro m  p 
on L e i t h e r  c o i n c i d e s  w i t h  pv  o r  l i e s  b e tw ee n  px  and  p v  so  
t h a t  ^  x p v  _> i r / 2 . Hence i n  a l l  c a s e s  ^ p x v  £  xpv .  I f  
e q u a l i t y  h o l d s ,  p ( p , v )  = p ( x , v ) .  I f  i n e q u a l i t y  h o l d s ,  
u s i n g  t h e  p r o p e r t i e s  t h a t  t h e  l a r g e s t  s i d e  o f  a s p h e r i c a l  
t r i a n g l e  i s  o p p o s i t e  t h e  l a r g e s t  a n g l e  (Kay 1969 ,  Theorem 
3 1 . 5 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  p ( p , v )  < p ( x , v ) .  T ha t  i s ,  p ( x * , v )  _< 
p ( x , v )  f o r  a l l  V i n  V n o t  on l i n e  "xp. However,  by  c o n n e c t e d ­
n e s s  o f  V t h i s  h o l d s  f o r  a l l  p o i n t s  o f  V. So,  f o r  a l l  
demand p o i n t s  i t  f o l l o w s  t h a t  p ( x * , P ^ )  £  p(x,P^^) . Domi­
n a n c e  o f  x*cV h a s  t h e r e b y  b e e n  p r o v e d  f o r  t h i s  c a s e .
C ase  I I .  Suppose  ^ p x b 2  > fr /2 .  A c c o r d i n g  t o  Lemma 
A . 6 one may choose  u e x b 2  and  x ’ ebd V such  t h a t  p ( x , u )  = 
p ( u , x ' )  and  mT' i s  a  l i n e  o f  s u p p o r t  o f  V. ( F i g u r e  3 . 4 b ) .
I n  t h i s  c a s e  p u t  x* = x ' . L e t  u '  be  t h e  a n t i p o d a l  p o i n t  o f  u .
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Then b o t h  t r i a n g l e s  x u x '  and  x u ' x '  a r e  i s o s c e l e s .  Once 
a g a i n  x x '  e i t h e r  c o i n c i d e s  w i t h  xb^  o r  f a l l s  b e t w e e n  xb^ an d  
x b 2 - L e t  V  b e  any  p o i n t  o f  V n o t  on  x x ’ ; t h e n  xv c o i n c i d e s  
w i t h  x b ^ , k  = 1 , 2 ,  o r  l i e s  b e t w e e n  them. I n  t h e  c a s e  when 
X V  l i e s  on  x b 2  o r  b e t w e e n  x x ’ and  x b 2 , r a y  x ’v l i e s  be tw een  
x ’u  an d  x ' y  (y  i s  any p o i n t  on x x ’ su c h  t h a t  ( x x ' y ) ) o r  
c o i n c i d e s  w i t h  x ’u .  Hence  - ^ x x ’v 2. - ^ x x ' u  = ^  x ’x u  2  
^ v x x ’ and  by p r o p e r t i e s  o f  t r i a n g l e s  h a v i n g  u n e q u a l  a n g l e s ,  
p ( x ' , v )  _< p ( x , v ) .  The same r e s u l t  h o l d s  when xv  l i e s  on 
t h e  o t h e r  s i d e  o f  l i n e  x x ”’ , a p p e a l i n g  t o  e q u a l  a n g l e s  
^ u ’XX’ and  ^  u ’x ’x .  A g a in ,  a s  i n  Case I ,  p( x * ,v )  ^  P(x,v)  
h o l d s  f o r  a l l  vcV and  s p e c i f i c a l l y  f o r  a l l  demand p o i n t s  
= veV, p r o v i n g  dom inance  o f  x*  i n  t h i s  l a s t  c a s e .
(b)
F i g u r e  3 . 4 .  Theorem 3 . 4 . 1 ,  P a r t  B.
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C o r o l l a r y  1.4.1 F o r  t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c ,  t h e r e  e x i s t s  
an  o p t i m a l  s o l u t i o n  x* t o  t h e  p r o b l e m  ( 3 . 2 . 1 )  s u c h  t h a t  
X *  z  conv  {P^l i = l , . . . ,M} = V.
P r o o f : By u s i n g  a s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  t h e  c o n ­
s t r a i n t  i s  s a t i s f i e d  i m p l i c i t l y .  The r e s u l t  f o l l o w s  from 
t h e  o b s e r v a t i o n  t h a t  i f  Xq d o m i n a t e s  x ,  t h e n
M M
E W. p ( X f . , P . )  <. E W . p ( x , P . ) .
i = l  1 U 1 1 ^
One n e e d  o n l y  c o n s i d e r  e l e m e n t s  w i t h i n  t h e  r e g i o n  s i n c e  i f  
t h e r e  e x i s t s  Xq o u t s i d e  o f  V w h ic h  i s  o p t i m a l .  Theorem
3 . 4 . 1  g u a r a n t e e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  x*  w i t h i n  V w hich  
d o m in a te s  Xq .
I I I . 4 . 3  D e t e r m i n i n g  Demand P o i n t s '  H u l l  C h a r a c t e r i s t i c s  
I n  o r d e r  t o  a p p l y  t h e  f o r e g o i n g  r e s u l t s ,  i t  i s  
o f  c o u r s e  n e c e s s a r y  t o  i n s u r e  t h a t  t h e  s e t  o f  demand p o i n t s  
can b e  c o n t a i n e d  i n  a h e m i s p h e r e .  F o r  i f  t h i s  i s  n o t  p o s s i ­
b l e ,  t h e  s p h e r i c a l l y  convex  h u l l  i s  t h e  e n t i r e  s p h e r e ,  and 
t h e  s e a r c h  r e g i o n  i s  n o t  r e d u c e d  a t  a l l .  The l o g i c a l  
p r o c e d u r e  i s  t o  c o o r d i n a t i z e , p l o t  t h e  p o i n t s  on a s p h e r e  
and v i s u a l l y  v e r i f y  w h e t h e r  t h e  s e t  i s  c o n t a i n a b l e  i n  a 
h e m i s p h e r e .
B l u m e n t h a l  (1956)  d e f i n e d  a  g l o b a l  s u b s e t  a s  a 
2
s u b s e t  G o f  S w h ic h  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  a n y  h e m is p h e r e  
2
o f  S . For  t h e  c a s e  o f  m=4 p o i n t s ,  h e  e s t a b l i s h e d  n e c e s ­
s a r y  and s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  p o i n t s  t o  fo rm a 
g l o b a l  s u b s e t .  C l e a r l y  f o r  m £  3,  t h e  p o i n t s  c a n  b e  c o n t a i n e d
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i n  a  h e m i s p h e r e .  N o t h i n g  i s  known a b o u t  t h e  g e n e r a l  c a s e  
o f  m > 4.
What f o l l o w s  i s  a  r u d i m e n t a r y  h e u r i s t i c  p r o c e d u r e  
f o r  d e t e r m i n i n g  w h e t h e r  t h e  s e t  {P ^ | i = l , . . . ,m) fo rm s  a 
g l o b a l  s u b s e t .  F i r s t ,  r a n k  a l l  i n t e r - d e m a n d  p o i n t  d i s t a n c e s  
f rom  t h e  s m a l l e s t  t o  t h e  l a r g e s t  and  s e l e c t  t h e  m o s t  d i s t a n t  
p a i r .  U s ing  e i t h e r  o f  t h e  p o i n t s ,  s a y  P ^ ,  t r a n s f e r  t h e  
p o l e  t o  t h a t  p o i n t .  Rank t h e  l o n g i t u d e s  o f  a l l  t h e  r e m a i n ­
i n g  demand p o i n t s  i n  a s c e n d i n g  o r d e r , and  s e e  i f  a n y  a b s o ­
l u t e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  l o n g i t u d e s  o f  " a d j a c e n t "  demand 
p o i n t s  ( w i t h  r e f e r e n c e  t o  r a n k  o r d e r  o f  l o n g i t u d e s )  i s  
g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  tt . I f  s o ,  one o f  t h e  two h e m i ­
s p h e r e s  d e t e r m i n e d  by  t h e  l i n e  t h r o u g h  P^ and  t h e  p o i n t  
h a v i n g  minimum o f  t h e  two l o n g i t u d e s  c o n t a i n s  t h e  s e t  o f  
demand p o i n t s .  I t  i s  t h e  h e m i s p h e r e  w h ic h  c o n t a i n s  t h e  
p o i n t  w i t h  t h e  maximum o f  t h e  two l o n g i t u d e s . The a b s o l u t e  
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  minimum and maximum l o n g i t u d e  o f  a l l  
demand p o i n t s  ( o t h e r  t h a n  P^) i s  g i v e n  by  2 t t  - (max l o n g i t u d e  
- min l o n g i t u d e ) .
I f  no  a b s o l u t e  d i f f e r e n c e  i s  g r e a t e r  t h a n  t t  ,  
ch o o s e  t h e  o t h e r  p o i n t  o f  t h e  o r i g i n a l  p a i r ,  u n l e s s  i t  i s  
an  a n t i p o d a l  p o i n t ,  an d  r e p e a t  t h e  p r o c e d u r e .  T h i s  i s  
c o n t i n u e d  t h r o u g h  t h e  l i s t  o f  i n t e r - d e m a n d  p o i n t  d i s t a n c e s  
u n t i l  e i t h e r  a n  e n c l o s i n g  h e m i s p h e r e  i s  f o u n d  o r  a l l  p o i n t s  
h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d .
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I I I . 4 . 4  Summary
In  t h i s  s e c t i o n  i t  was shown t h a t  t h e  s e a r c h  f o r  an 
o p t i m a l  s o l u t i o n  c a n  be  r e s t r i c t e d  t o  t h e  co n v ex  h u l l  o f  
t h e  demand p o i n t s .  Note  t h a t  i f  t h e  s e t  o f  demand p o i n t s  
i s  n o t  c o n t a i n a b l e  i n  a h e m i s p h e r e ,  t h e  convex  h u l l  i s  t h e  
e n t i r e  s p h e r e ,  and  no r e d u c t i o n  i n  t h e  s e a r c h  a r e a  i s  p o s s i ­
b l e .  The o n l y  s e t s  o f  demand p o i n t s  o f  i n t e r e s t ,  t h e n ,  a r e  
t h o s e  c o n t a i n a b l e  i n  a h e m i s p h e r e .
A r u d i m e n t a r y  p r o c e d u r e  i s  p r o v i d e d  t o  d e t e r m i n e  
w h e t h e r  t h e  s p h e r i c a l l y  convex  h u l l  i s  c o n t a i n a b l e  i n  a 
h e m i s p h e r e  f o r  a  p a r t i c u l a r  s e t  o f  demand p o i n t s .  C e r ­
t a i n l y ,  b a s e d  upon t h e s e  r e s u l t s ,  one  w ou ld  n o t  p i c k  
s t a r t i n g  s o l u t i o n s  o u t s i d e  t h e  co n v e x  h u l l  when a p p l y i n g  
an  i t e r a t i v e  t e c h n i q u e .
I V . 5 A na logue  Models
M e c h a n i c a l  and e l e c t r i c a l  a n a l o g u e  m o d e ls  f o r  t h e
E u c l i d e a n  norm s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b l e m  h a v e  b e e n
d e v i s e d  and  s u c c e s s f u l l y  e m p lo y e d .  The p u r p o s e  o f  t h i s
s e c t i o n  i s  t o  e x t e n d  t h e s e  m o d e l s  t o  h a n d l e  t h e  r e l a t e d  
2
p r o b l e m  on S .
I I I . 5 . 1  M e c h a n i c a l  A na logue
A d e s c r i p t i o n  o f  t h e  b a s i c  a n a l o g u e  model  i s  g i v e n  
by  E i l o n  e t  a l .  ( 1 9 7 1 ) ,  F r a n c i s  an d  W h i te  ( 1 9 7 4 ) ,  L y u s t e m i k  
( 1 9 6 4 ) ,  and  H a le y  ( 1 9 6 2 ) ,  among o t h e r s .  U t i l i z i n g  s t r i n g s  
and  w e i g h t s ,  i t  was i n t r o d u c e d  b y  G eorg  P i c k  i n  t h e  e a r l y
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1 9 0 0 ' s  i n  A l f r e d  W e b e r ' s  Uber  den S t a n d o r t  d e r  I n d u s t r i e n  
( 1 9 0 9 ) .  D e s c r i p t i o n  o f  a c a s e  s t u d y  u s i n g  t h i s  m ode l  i s  
g i v e n  by  B u r s t a l l  e t  a l .  ( 1 9 6 2 ) .
The m ode l  w h ic h  f o l l o w s  w i l l  s o l v e  t h e  s i n g l e  
f a c i l i t y  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  p ro b le m  ( 3 . 2 . 1 ) .  I t  c a n  be 
u s e d  f o r  r e g i o n s  a s  l a r g e  as a  h e m i s p h e r e  w i t h o u t  d i f f i ­
c u l t y .
F i r s t ,  a h i g h l y  p o l i s h e d  s p h e r e  ( t o  m i n i m i z e  f r i c ­
t i o n  e f f e c t )  i s  c o o r d i n a t i z e d  and demand p o i n t s  a r e  p l o t t e d .  
H o le s  a r e  t h e n  d r i l l e d  a t  t h e  demand p o i n t  l o c a t i o n s  and 
s t r i n g s  a r e  p a s s e d  t h r o u g h  t h e  h o l e s  w i t h  t h e  e n d s  t i e d  to  
a  s m a l l  r i n g  r e s t i n g  o n  t h e  e x t e r i o r  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e . 
The o t h e r  e n d s  a r e  p a s s e d  t h r o u g h  a s t a t i o n a r y  r i n g  a t  
t h e  s p h e r e ’ s c e n t e r .  W e i g h t s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  r e s p e c ­
t i v e  demands a t  e a c h  p o i n t  a r e  t i e d  t o  t h e  a p p r o p r i a t e  
s t r i n g s  ( s e e  F i g u r e  3 . 5 ) .
F i g u r e  3 . 5 .  A m e c h a n i c a l  mode l .
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The o u t e r  r i n g  (on f r i c t i o n l e s s  b e a r i n g s )  i s  p u l l e d  
t o  one s i d e  and t h e n  r e l e a s e d .  The w e i g h t s  w i l l  p u l l  t h e  
r i n g  t o  a  p o i n t  o f  minimum p o t e n t i a l  e n e r g y  a t  w h ich  t h e r e  
i s  a  l o c a l  minimum o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  Due t o  t h e  
d e m o n s t r a t e d  n o n - c o n v e x i t y  o f  t h e  p r o b l e m ,  i t  i s  p o s s i b l e ,  
a l t h o u g h  u n l i k e l y ,  t h a t  t h e  r i n g  c o u l d  s t a r t  a t  a  l o c a l  
maximum a n d  n o t  move.  F o r  t h i s  r e a s o n ,  i t  s h o u l d  be  moved 
s l i g h t l y  t o  one  s i d e  t o  s e e  i f  i t  r e t u r n s  t o  t h e  same p o i n t .  
L o c a l  maxima and  m in im a  d e m o n s t r a t e  p o i n t s  o f  u n s t a b l e  and 
s t a b l e  e q u i l i b r i a ,  r e s p e c t i v e l y .  The u n s t a b l e  e q u i l i b r i a  
o c c u r  due t o  t h e  d u p l i c i t y  o f  p a t h s  b e t w e e n  any  two p o i n t s ;  
t h a t  i s ,  t h e  l o n g  a n d  s h o r t  g r e a t  c i r c l e  a r c s .  T h i s  p r o p e r t y  
i s  t r e a t e d  i n  d e t a i l  b y  L y u s t e m i k  (1964)  .
I n  r e g i o n s  l a r g e r  t h a n  a h e m i s p h e r e  p h y s i c a l  d i f f i ­
c u l t i e s  c a n  a r i s e  i n  t h e  mode l  as  t h e  r i n g  a p p r o a c h e s  a 
p o i n t  y a n t i p o d a l  t o  a  demand p o i n t  x ( P (x , y )  = tt) . At 
s uch  a p o i n t  t h e r e  a r e  an  i n f i n i t e  number o f  p a t h s  o f  e q u a l  
l e n g t h  t o  t h e  a n t i p o d a l  demand p o i n t .  Y e t , by  moving an 
a r b i t r a r i l y  s m a l l  d i s t a n c e  i n  any  d i r e c t i o n ,  t h e  s h o r t e s t  
p a t h  becom es  u n i q u e . The d i f f i c u l t y  a r i s e s  i n  t h e  p h y s i c a l  
s l i p p i n g  o f  t h e  s t r i n g  t o  a p o s i t i o n  180° o p p o s i t e  t o  t h e  
e x i s t i n g  p o s i t i o n  j u s t  p r i o r  t o  t h e  r i n g ' s  p a s s i n g  t h r o u g h  
t h e  a n t i p o d a l  p o i n t .  F r i c t i o n  a n d  i n t e r f e r e n c e  from o t h e r  
s t r i n g s  w o u ld  p r e v e n t  f r e e  movement o f  t h e  r i n g  i n  such  a 
c a s e .
The  a d v a n t a g e  o f  t h i s  model  i s  t h a t  ro u g h  e s t i m a t e s
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o f  l o c a t i o n  f o r  l o c a l  op t im a  can  b e  f o u n d  v i s u a l l y  r a t h e r
q u i c k l y  by s t a r t i n g  t h e  r i n g  a t  v a r i o u s  p l a c e s  a ro u n d  t h e
s p h e r e ,  t h u s  p r o v i d i n g  good s t a r t i n g  s o l u t i o n s  f o r  any
i t e r a t i v e  t e c h n i q u e .
D i s a d v a n t a g e s  i n c l u d e  t h e  f r i c t i o n  e f f e c t ,  which
may make t h e  f i n a l  p o s i t i o n  o f  t h e  r i n g  i n d e t e r m i n a t e .  Due
t o  t h e  c u r v e d  s u r f a c e  and  n e c e s s i t y  o f  t h e  r i n g  a t  t h e  c e n t e r
o f  t h e  s p h e r e  i t  c a n  be  e x p e c t e d  t h a t  f r i c t i o n  w i l l  have  a
2
g r e a t e r  e f f e c t  t h a n  i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m ode l  f o r  E .
A l s o ,  t h e  n o n - c o n v e x i t y  o f  t h e  p r o b l e m  r e s u l t s  i n  t h e  p o s ­
s i b i l i t y  o f  o n l y  g e t t i n g  l o c a l  minim a an d  m i s s i n g  t h e  g l o b a l  
optimum.
As m e n t i o n e d  by E i l o n ,  e t  a l .  ( 1 9 7 1 ) ,  p e r h a p s  t h e  
g r e a t e s t  d i s a d v a n t a g e  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  m e thod  does  n o t  
e v a l u a t e  t h e  c o s t  f u n c t i o n .  The n e x t  mode l  r e s o l v e s  t h i s  
d i f f i c u l t y  and  e s s e n t i a l l y  e l i m i n a t e s  t h e  above  m e n t i o n e d  
d i s a d v a n t a g e s .
I I I . 5 . 2  E l e c t r o n i c  A nalogue
H i t c h i n g s  (1959)  r e c o g n i z e d  t h a t  m o s t  o f  t h e  
l i t e r a t u r e  on l o c a t i o n  p ro b le m s  t o  t h a t  d a t e  was c o n f i n e d  
t o  p r o b l e m s  i n  t h e  p l a n a r  s t a t e .  He a d d r e s s e d  t h e  s o l u t i o n  
o f  p ro b le m s  i n  E^ a n d  d e v e l o p e d  an e l e c t r o n i c  a n a l o g u e  mode l  
t o  s o l v e  t h e s e  p r o b l e m s .
H i t c h i n g s '  mode l  c a n  e f f e c t i v e l y  be  m o d i f i e d  to  
2
s o l v e  t h e  p ro b le m  i n  S s p a c e  u s i n g  t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  
One mus t  u t i l i z e  a  n o n - c o n d u c t i v e  s p h e r e ,  s e t  up as  i n  t h e
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m e c h a n i c a l  a n a l o g u e  m o d e l .  The s t r i n g ,  h o w e v e r ,  i s  r e p l a c e d  
by  r e s i s t i v e  w i r e  i n  w h i c h  d i s t a n c e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
l e n g t h  o f  t h e  r e s i s t o r .  W e i g h t s  a r e  n e e d e d  s o l e l y  t o  i n s u r e  
t h a t  t h e  w i r e  c o n fo rm s  t o  a g e o d e s i c  p a t h  on t h e  s p h e r e .
The v a r y i n g  w e i g h t s  o f  t h e  demand p o i n t s  a r e  accommodated  
v i a  c h a n g e s  i n  r e s i s t i v i t y  o f  m a t e r i a l  o r  c r o s s - s e c t i o n a l  
a r e a  o f  t h e  w i r e .  As p o i n t e d  o u t  by H i t c h i n g s ,  s u c h  a 
model  can  even  h a n d l e  n o n l i n e a r  c o s t s  by  s e g m e n t i n g  t h e  
w i r e s  i n t o  a p p r o p r i a t e  l e n g t h s  and  v a r y i n g  r e s i s t a n c e s .
Based  upon  a s l i d e - w i r e  c o n c e p t ,  t h e  m o d e l ' s  c i r ­
c u i t  d i a g ra m  ( H i t c h i n g s  1969)  i s  s i m i l a r  t o  a  W h e a t s t o n e  
b r i d g e  c i r c u i t .  The d i f f e r e n c e  l i e s  i n  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
o b j e c t i v e  i s  t o  m ax im ize  c u r r e n t  f l o w  r a t h e r  t h a n  f i n d  a 
n u l l  p o i n t .  Note  t h a t  f o r  a  f i x e d  v o l t a g e ,  m a x i m i z a t i o n  
o f  c u r r e n t  f lo w  i s  e q u i v a l e n t  t o  m i n i m i z a t i o n  o f  o v e r a l l  
r e s i s t a n c e ,  w h ic h  i n  t u r n  i s  t h e  a n a l o g u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  f o r  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b l e m  on t h e  
s p h e r e .
A t t a c h i n g  a pen  t o  t h e  r i n g  on t h e  s p h e r e ' s  s u r f a c e ,  
i s o c o s t  l i n e s  may b e  e a s i l y  p l o t t e d  by moving t h e  pen  w h i l e  
c a r e f u l l y  m a i n t a i n i n g  a c o n s t a n t  c u r r e n t  f l o w .  I n  t h i s  
m anner  c o n t o u r s  can  be  p l o t t e d  t o  r e v e a l  l o c a l  m in im a .
From t h i s  i n f o r m a t i o n  i t  i s  s i m p l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  l o c a t i o n  
o f  t h e  g l o b a l  o p t i m a  ( p o i n t ( s )  o f  maximum c u r r e n t  f l o w ) .
The a d v a n t a g e s  o f  t h i s  model  o v e r  t h e  p r e v i o u s  one  
a r e  o b v i o u s .  R e l a t i v e  c o s t  f u n c t i o n  v a l u e s  a r e  a v a i l a b l e
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v i a  c u r r e n t  f lo w  v a l u e s ,  f r i c t i o n  h as  no e f f e c t ,  an d  w i t h  
a l i t t l e  c a r e  p r o b l e m s  f o r  r e g i o n s  l a r g e r  t h a n  a h e m i s p h e r e  
can  b e  h a n d l e d .  S i n c e  c o n t o u r s  a r e  a v a i l a b l e ,  t h e  mode l  
may b e  u s e f u l  when c o n s i d e r i n g  p r a c t i c a l  p rob lem s  w i t h  . 
g e o g r a p h i c  i n f e a s i b i l i t i e s .
I I I . 6 S t e i n e r ' s  P r o b le m  and F a g n a n o ' s  R e s u l t
I I I . 6 . 1  I n t r o d u c t i o n
C o n s i d e r  t h e  p r o b le m  o f  d e t e r m i n i n g  f o r  a  t r i a n g l e  
i n  t h e  p l a n e  t h e  p o i n t  a t  w h ic h  t h e  sum o f  d i s t a n c e s  f rom 
t h e  p o i n t  t o  t h e  v e r t i c e s  i s  m in im i z e d .  T h i s  i s  a  s p e c i a l  
c a s e  o f  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b le m  w here  a l l  
w e i g h t s  a r e  e q u a l .  I t  i s  known t h a t  i f  any a n g l e  o f  t h e  
t r i a n g l e  e q u a l s  o r  e x c e e d s  1 2 0 ° ,  t h e  optimum o c c u r s  a t  t h e  
v e r t e x  o f  t h e  o b t u s e  a n g l e .  I f  a l l  a n g l e s  a r e  l e s s  t h a n  o r  
e q u a l  t o  1 2 0 ° ,  t h e  optimum i s  i n t e r i o r  t o  t h e  t r i a n g l e  a t  a 
p o i n t  a t  w h ic h  e a c h  s i d e  o f  t h e  t r i a n g l e  s u b t e n d s  a n  a n g l e  
o f  120° .  A r e c e n t  e l e g a n t  p r o o f  o f  t h e  fo r m e r  p r o p e r t y  
h a s  b een  g i v e n  by  Soko low sky  ( 1 9 7 6 ) .  Proofe o f  b o t h  p r o p e r ­
t i e s  a r e  p r o v i d e d  b y  C o u r a n t  and  Robb ins  ( 1 9 4 1 ) ,  among 
o t h e r s .
C a l l e d  S t e i n e r ' s  P ro b le m  by  many, i t  h a s  a  lo n g  
h i s t o r y  w h ic h  i s  s u c c i n c t l y  o u t l i n e d  by Cooper  ( 1 9 6 3 ) .
A l s o  m e n t i o n e d  by  C o o p e r  i s  a  r e s u l t  due t o  Fagnano  i n
1775 s how ing  t h a t  t h e  p o i n t  f o r  w h ich  t h e  sum o f  t h e  d i s t a n c e s
f ro m  t h e  v e r t i c e s  o f  a  q u a d r i l a t e r a l  i s  a  minimum i s  g i v e n
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by  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  d i a g o n a l s . The p u r p o s e  o f  t h i s  
s e c t i o n  i s  t o  c o n s i d e r  e x t e n s i o n  o f  t h e  above  r e s u l t s  t o  
t h e  p r o b le m  on t h e  s p h e r e .
I I I . 6 . 2  S t e i n e r ' s  P r o b le m  on t h e  S p h e re
C o n s i d e r  t h r e e  demand p o i n t s  on t h e  s p h e r e  w i t h  
e q u a l  w e i g h t s .  S uppose  an  o p t i m a l  s o l u t i o n ,  l o c a l  o r  
g l o b a l ,  i s  known. U s in g  t h e  o p t i m a l  p o i n t  a s  p o l e ,  t r a n s ­
fo rm  t h e  p o i n t s  t o  t h e  p l a n e  w i t h  an  A z im u th a l  E q u i d i s t a n t  
P r o j e c t i o n  ( D e e tz  and  Adams 194 8 ) .  Such a p r o j e c t i o n  p r e ­
s e r v e s  d i s t a n c e  an d  b e a r i n g  t o  o t h e r  p o i n t s  f ro m  t h e  p o l a r  
p o i n t .
The image  o f  t h e  p o l a r  p o i n t  t r a n s f o r m e d  from t h e  
s p h e r e  i s  g l o b a l l y  o p t i m a l  on t h e  p l a n e .  S uppose  i t  
w e re  n o t  o p t i m a l  on t h e  p l a n e .  S in c e  t h e  p r o b l e m  i s  
convex  (Love 1 9 6 7 ) ,  a  move c o u l d  be  made o v e r  an  a r b i ­
t r a r i l y  s m a l l  d i s t a n c e  6 > 0 i n  some d i r e c t i o n  and  y i e l d  
an  improvement i n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  S i n c e  i t  
c a n  be shown t h a t  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  on  t h e  p l a n e  
i s  g r e a t e r  t h a n  v a l u e  on  t h e  s p h e r e  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
p o i n t  ( s e e  S e c t i o n  I I I . 1 0 . 2 )  t h e r e  w ou ld  be  an  im provement  
by  moving i n  t h e  same d i r e c t i o n  and  d i s t a n c e  on t h e  s p h e r e .  
T h i s  c o n t r a d i c t s  t h e  f a c t  t h a t  a  l o c a l  o r  g l o b a l  optimum 
i s  r e a c h e d  on t h e  s p h e r e .
S in c e  t h e  p o i n t  i s  g l o b a l  on t h e  p l a n e ,  i t  i s  
known t h a t  a l l  a n g l e  m e a s u r e s  s u b t e n d e d  f rom t h e  t r i a n g l e  
s i d e s  a r e  2. 1 2 0 ° ,  w i t h  s t r i c t  i n e q u a l i t y  h o l d i n g  o n l y  when
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t h e  p o i n t  i s  a  v e r t e x .  The p r o j e c t i o n  u s e d  p r e s e r v e s  
a n g l e s  a t  t h e  p o l a r  p o i n t  so t h e  p r o p e r t y  i s  r e t a i n e d  a t  
t h e  i n v e r s e  i m a g e - - w h i c h  i s  a  l o c a l  o r  g l o b a l  optimum on 
t h e  s p h e r e .
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h i s  r e s u l t  i s  a n e c e s s a r y  
c o n d i t i o n  f o r  g l o b a l  o p t i m a l i t y  on t h e  s p h e r e .  I t  i s  s u s ­
p e c t e d ,  b u t  n o t  p r o v e n ,  t h a t  i f  t h e  p o i n t s  a r e  such  t h a t  no 
s i d e  o f  t h e  s p h e r i c a l  t r i a n g l e  i s  o f  l e n g t h  ^  f f /2 ,  t h e n  i f  
any  v e r t e x  a n g l e  i s  120°  o r  l a r g e r ,  i t s  v e r t e x  i s  t h e  g l o b a l  
opt imum. O t h e r w i s e ,  t h e  g l o b a l  optimum i s  a t  t h e  i n t e r i o r  
p o i n t  a t  w h ic h  each  s i d e  o f  t h e  t r i a n g l e  s u b t e n d s  an  a n g l e  
o f  120° .
I I I . 6 . 3  F a g n a n o ' s  R e s u l t  on t h e  S p h e re
S uppose  f o u r  e q u a l l y  w e i g h t e d  p o i n t s  d e t e r m i n i n g  
a co n v e x  q u a d r i l a t e r a l  (Kay 1969) a r e  on an open  h e m i s p h e r e  
and  t h e  o p t i m a l  p o i n t  i s  X^*. The o p t i m a l  p o i n t  o c c u r s  a t  
t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  s m a l l  g r e a t  c i r c l e  a r c s .
G iv en  t h e  o p t i m a l  p o i n t ,  p r o j e c t  t o  t h e  p l a n e  v i a  
t h e  A z i m u t h a l  E q u i d i s t a n t  P r o j e c t i o n .  D i s t a n c e  and  b e a r i n g  
a r e  p r e s e r v e d  from p o i n t  on t h e  p l a n e  c o r r e s p o n d i n g  to
V-
On t h e  p l a n e  t h e  o p t i m a l  i s  d e t e r m i n e d  by  i n t e r s e c ­
t i o n  o f  t h e  d i a g o n a l s .  The o p t i m a l  p o i n t  m us t  c o i n c i d e  
w i t h  Xp. F o r  i f  Xp i s  n o t  o p t i m a l  on t h e  p l a n e ,  t h e n  im p r o v e ­
ment c a n  be  made by moving  an  a r b i t r a r i l y  s m a l l  d i s t a n c e  
6 > 0 i n  some d i r e c t i o n  f rom X^ t o  a p o i n t  X ' .  Now, as
40
s t a t e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
v a l u e  o f  X' f o r  t h e  E u c l i d e a n  norm i s  s t r i c t l y  g r e a t e r  t h a n  
t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  o b t a i n e d  f o r  t h e  g r e a t  c i r c l e  
m e t r i c  u s i n g  t h e  p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  X' f o r  t h e  p r o b l e m  
on t h e  s p h e r e .
T h i s  means t h e r e  i s  a  p o i n t  on t h e  s p h e r e  d o m i n a t ­
i n g  t h e  g l o b a l  o p t im u m - -a  c o n t r a d i c t i o n .
So Xp and  X^* a r e  o p t i m a l  on t h e  p l a n e  an d  s p h e r e  
r e s p e c t i v e l y - - a n d  a r e  c o r r e s p o n d i n g  p o i n t s  v i a  t h e  t r a n s f o r m a ­
t i o n .
Through  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o j e c t i o n ,  t h e  a n g l e s  
an d  d i s t a n c e s  a r e  p r e s e r v e d  a t  Xp and X^*. I t  f o l l o w s  
i m m e d i a t e l y  t h a t  t h e  d e s i r e d  p r o p e r t y  o f  t h e  g l o b a l  s o l u t i o n  
a t  Xp e x t e n d s  t o  t h e  s p h e r e ' s  g l o b a l  s o l u t i o n  a s  a  n e c e s s a r y  
c o n d i t i o n .
I I I . 7 A C o n j e c t u r e  C o n c e r n i n g  G l o b a l  O p t i m a l i t y
I n  w o rk in g  w i t h  t h e  p r o b l e m  on t h e  s p h e r e ,  and  
a f t e r  p l o t t i n g  a  number o f  e x a m p le  p ro b le m s  t h r e e  d im en-  
s i o n a l l y ,  an i n t e r e s t i n g  c h a r a c t e r i s t i c  came t o  l i g h t .  
A l t h o u g h  n o t  e s t a b l i s h e d  t h e o r e t i c a l l y ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  
r e p o r t  s i n c e  i t s  v a l i d i t y  w o u ld  s i g n i f i c a n t l y  i m p a c t  on 
c o n c l u s i o n s  c o n c e r n i n g  g l o b a l  o r  l o c a l  o p t i m a l i t y .
C o n j e c t u r e  3 . 7 . 1  I f  (1 )  a l l  demand p o i n t s  f o r  p r o b l e m
(3.2.1)  a r e  l o c a t e d  w i t h i n  an  o c t a n t  o f  t h e  u n i t  s p h e r e ,  o r  
a  d i s k  o f  d i a m e t e r  < ~ / 2  and  (2 )  a t  l e a s t  t h r e e  o f  t h e
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demand p o i n t s  a r e  n o n - c o l l i n e a r ,  t h e n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c ­
t i o n  i s  u n im o d a l  w i t h i n  t h e  r e g i o n .
The c o n j e c t u r e  i n c o r p o r a t e s  two f u n d a m e n t a l  assump­
t i o n s .  F i r s t ,  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  g l o b a l  minimum 
w i t h i n  t h e  r e g i o n .  T h i s  i s  a s s u r e d  by r e q u i r i n g  n o n -  
c o l l i n e a r i t y  o f  demand p o i n t s .  S e c o n d ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  u n d e r  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  u n im o d a l .  
An e x p l i c i t  d i s c u s s i o n  o f  g e n e r a l i z e d  u n i m o d a l i t y  i n  n -  
d im e n s io n s  i s  p r o v i d e d  by S i v a z l i a n  a n d  S t a n f e l  ( 1 9 7 5 ) .  A 
f u n c t i o n  f  i s  s a i d  t o  b e  u n im o d a l  o v e r  a  r e g i o n  S i f  t h e r e  
e x i s t s  a  p a t h  from xeS to  t h e  g l o b a l  op timum x* o v e r  w h ich  
f  i s  s t r i c t l y  d e c r e a s i n g .
I f  t h i s  c o n j e c t u r e  i s  t r u e ,  t h e n  a c o n v e r g e n t  
a l g o r i t h m  s e a r c h i n g  o v e r  t h e  r e g i o n  w i l l  r e s u l t  i n  a 
g l o b a l  opt imum. T h i s  f o l l o w s  s i n c e  t h e  dom inance  r e s u l t s  
o f  S e c t i o n  I I I . 4 . 2  p e r m i t  t h e  s e a r c h  f o r  a  g l o b a l  t o  be 
r e s t r i c t e d  t o  t h e  s p h e r i c a l l y  c o n v e x  h u l l  o f  t h e  demand 
p o i n t s .  The c o n j e c t u r e  e l i m i n a t e s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  h a v i n g  
l o c a l  minima w i t h i n  t h e  r e g i o n .
A t y p i c a l  c o n t o u r  o f  a p r o b l e m  w i t h  t h e  g i v e n  
p r o p e r t i e s  i s  f o u n d  i n  F i g u r e  3 . 6 .  I t  p l o t s  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  v a l u e s  f o r  t h e  s i x  p o i n t  u n e q u a l  w e i g h t  m in isum  
p r o b le m  u s i n g  t h e  D a ta  S e t  D3 o f  A p p e n d ix  B.
C o n c e r n i n g  t h e  d i s k  o f  d i a m e t e r  t t / 2  a n d  t h e  o c t a n t ,  
b o t h  r e g i o n s  can  c o n t a i n  s e t s  o f  demand p o i n t s  n o t  c o n t a i n e d  
i n  t h e  o t h e r .  The o c t a n t ,  a l s o  known as  t h e  R e u l e a u x
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N o r th  P o l e




P - ( w = l )
P a ( w= 5 )
F i g u r e  3 . 6 .  3-D m in i s u m  f u n c t i o n a l  p l o t ;  D a t a  S e t
D3, A p p e n d ix  B.
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T r i a n g l e  on t h e  s p h e r e ,  h a s  t h e  s m a l l e s t  a r e a  o f  a l l  f i g u r e s  
o f  e q u a l  a l t i t u d e .  U sing  t e c h n i q u e s  o f  C h a p t e r  IV i t  i s  
p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  t h e  demand p o i n t s  a r e  l o c a t e d  
i n  a  d i s k  o f  d i a m e t e r  ^  n / 2 .  I t  i s  n o t  so  e a s y  t o  d e t e r m i n e  
a n a l y t i c a l l y  w h e t h e r  a l l  p o i n t s  a r e  c o n t a i n e d  w i t h  an 
o c t a n t .  However ,  one  can  a lw a y s  p l o t  t h e  p o i n t s  on  a 
s p h e r e  and  u s e  a n  o v e r l a y .
I t  i s  s u s p e c t e d  t h a t  t h e  u n i m o d a l i t y  p r o p e r t y  i s  
r e l a t e d  t o  t h e  f a c t  t h a t  many E u c l i d e a n - l i k e  p r o p e r t i e s  
h o l d  i n  s u c h  r e g i o n s  (Kay 1 9 6 9 ) .  T h e s e  p r o p e r t i e s  h o l d  
s i n c e  no  d i s t a n c e  b e tw e e n  an y  demand p o i n t s  o r  b e t w e e n  a 
p o s s i b l e  l o c a t i o n  a n d  any demand p o i n t  i s  g r e a t e r  t h a n  o r  
e q u a l  t o  t t / 2 . I n  s u c h  r e g i o n s ,  f o r  ex a m p le ,  i t  i s  known 
t h a t  t h e  h y p o t e n u s e  o f  a  s p h e r i c a l  r i g h t  t r i a n g l e  i s  t h e  
l o n g e s t  s i d e .  T h i s  p r o p e r t y ,  among o t h e r s ,  does  n o t  h o l d  
i n  t h e  g e n e r a l  c a s e .
I I I . 8 An A p p r o x im a t e  S o l u t i o n
W e n d e l l  ( 1 9 7 1 ) ,  f o r m u l a t i n g  t h e  p r o b le m  a s  ( 3 . 2 . 3 ) ,
a p p r o x i m a t e d  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  by  r e c o g n i z i n g  t h a t
O
A r c s i n  y ny / 2  f o r  y e [ 0 , 1 ] .  T h ro u g h  S c h w a r t z ’ s  i n e q i  
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^ ( Z  w . P b ^ (  Z w . P t ) ^ + (  Z w . p p ^  
i = l  ^ i = l  1 1 i = l  ^ ^
Wende l l  o f f e r s  Xq* a s  an  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  ( 3 . 2 . 1 ) .
Through  s i m p l e  a l g e b r a i c  m a n i p u l a t i o n  i t  c a n  be 
shown t h a t  i f  t h e  c e n t r o i d  i s  found  i n  E a n d  p r o j e c t e d  t o  
t h e  s p h e r i c a l  s u r f a c e  ( n o r m a l i z e d  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  u n i t  
s p h e r e ) , t h e  r e s u l t i n g  p o i n t  i s  e q u i v a l e n t  t o  Xg*. T h a t  
i s ,  W e n d e l l ' s  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  i s  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d .
As w i l l  b e  s e e n  i n  C h a p t e r  V, i t  i s  n o t  d i f f i c u l t  
t o  c o n s t r u c t  ex a m p le s  i n  w h ich  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  i s  
f a r  f rom  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n ,  n o r  c a n  one a l w a y s  s u c c e s s ­
f u l l y  u t i l i z e  i t  a s  a  s t a r t i n g  s o l u t i o n  i n  any  i t e r a t i v e  
t e c h n i q u e  i n  o r d e r  t o  f i n d  a g l o b a l  optimum. I t  i s  n o t  
w i t h o u t  v a l u e ,  h o w e v e r ,  a s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r .
I I I . 9 Bounds f o r  U n c o n s t r a i n e d  O b j e c t i v e  F u n c t i o n
I n  t h i s  s e c t i o n  b o u n d s  a r e  g e n e r a t e d  f o r  t h e  u n c o n ­
s t r a i n e d  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p ro b le m .  
The r e s u l t s  a r e  an  e x t e n s i o n  o f  t h o s e  due t o  P r i t s k e r  and  
Chare  (1970 )  f o r  t h e  E u c l i d e a n  p r o b le m .
The bounds  a r e  b a s e d  upon o p t i m a l  s o l u t i o n s  f o r  th e  
r e c t i l i n e a r  a n d  E u c l i d e a n  norm s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b le m  i n  
E^.  As m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  e f f i c i e n t  p r o c e d u r e s  e x i s t  f o r
4 5
s o l v i n g  t h e s e  p r o b l e m s .
The b o u n d s  a r e  :
[ ( x ^ ) + R ^ ( y ^ ) + R ^ ( 2 ^ ) ] ^ < A(X°) < A(X^) ( 3 . 9 . 1 )
E(X^)  < A(X°) < A(X^) ( 3 . 9 . 2 )
R R R R\ ^ e r e :  X = ( x  ,y  , z  ) i s  t h e  optimum r e c t i l i n e a r  s o l u t i o n ,
X^ = ( x ^ , y ^ , z ^ )  i s  t h e  optimum E u c l i d e a n  s o l u t i o n ,
X® = ( x ® , y ^ , z ^ )  i s  t h e  optimum g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  
s o l u t i o n ,
an d  R ( x ) , E ( x ) ,  a n d  A (x)  a r e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  
f o r  t h e  r e c t i l i n e a r .  E u c l i d e a n  a n d  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  
p r o b l e m s , r e s p e c t i v e l y .
N o te  t h a t  a l t h o u g h  t h e  bounds  i n  ( 3 . 9 . 2 )  a r e  more " c o s t l y "  
t o  com pu te ,  t h e y  w i l l  i n  g e n e r a l  b e  t h e  t i g h t e r  o f  t h e  two.  
T h i s  becom es  e v i d e n t  i n  t h e  d e r i v a t i o n s  w h ic h  f o l l o w  :
The r i g h t  h a n d  i n e q u a l i t i e s  a r e  b o t h  c l e a r l y  t r u e  
f o r  t h e  op t im um  o f  t h e  o b j e c t i v e  t o  m i n i m i z e  A i s  X®, so
A(X°) < A(X) f o r  a l l  X.
I n  p a r t i c u l a r ,  A(X^) £  A(X^) and
A(X°) < A ( X ^ ) .
The f a c t  t h a t  A(X^) _> E(X^) i s  i n t u i t i v e ,  b u t  c a n  be  
e s t a b l i s h e d  g e o m e t r i c a l l y .  C o n c e r n i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p  
b e t w e e n  a r c  ANB a n d  c h o r d  aSB ( s e e  F i g u r e  3 . 7 ) ,  n o t e  t h a t  




F i g u r e  3 . 7 .  R e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  c h o r d s  a n d  a r c s .
Now, w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  can  b e  l i m i t e d  t o  
t h e  r e g i o n  [ 0 , i t / 2 ] .  C o n s i d e r  t h e  r i g h t  t r i a n g l e  NSB where  
{  NSB = i t / 2.  S i n c e  t h e  h y p o t e n u s e  o f  a  r i g h t  t r i a n g l e  i s  
t h e  l o n g e s t  s i d e ,  NB 2  SB. The s h o r t e s t  d i s t a n c e  b e t w e e n  
any two p o i n t s  i s  a  s t r a i g h t  l i n e  so NB >_ NB, and  i t  f o l ­
lows t h a t  Z = NB ^  SB. So ABB <_ ANB.
S i n c e  A(X®) i s  a  w e i g h t e d  sum o f  g r e a t  c i r c l e  
0a r c s  o f  fo rm  ANB and  E(X ) i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  E u c l i d e a n  
sum, A(X°) > E ( X ° ) .
C l e a r l y  E(X^) £  E (X ^ ) .  O t h e r w i s e  t h e  o p t i m a l i t y  o f
£
X f o r  t h e  E u c l i d e a n  norm i s  c o n t r a d i c t e d .  T h i s  e s t a b ­
l i s h e s  ( 3 . 9 . 2 ) .
F o r  ( 3 . 9 . 1 ) ,  a p p l i c a t i o n  o f  M i n k o w s k i ' s  i n e q u a l i t y  
e s t a b l i s h e s  t h a t  E(X^) £  iR ^ (x ^ )  + R ^ (y^ )  + ( z ^ ) a n d
t h e  bound  f o l l o w s  v i a  t r a n s i t i v i t y .
S i n c e  X i s  op t im um  f o r  t h e  r e c t i l i n e a r  p r o b le m  one
has  t h a t
[ R ^ ( x ^ ) + R ^ ( y ^ ) + R ^ ( z ^ ) < [R ^ (x ^ ) + R ^ ( y ^ ) + R ^ ( z ^ )
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Now,
[ R ^ ( x ^ ) + R ^ ( y ^ ) + R ^ ( z ^ ) ] ^  = [ ( E w J x ^ - a - l ) ^  + ( f  w i y ^ - b  | ) ^
i = l  ^ ^ i = l  1 1
+ ( I  w^l z ^ - c ^ l  
i = l  ^ ^
w h ic h ,  by  M i n k o w s k i ' s  i n e q u a l i t y  i s
_< V ( w ^ l  x ^ - a ^ l  ) ^+(w^j y ^ - b ^ l  )^+(wj_| z^-Cj | )  ^ + . . .
= z w . - s /  ( x ^ - a .  ) ^ + ( y ^ - b  . ) ^ + ( z ^ - c ^ ) ^  = E ( x ^ , y ^ , z ^ )  
i = l  1 ^ ^ ^
= E(X^)
I I I . 10 A P l a n a r  P r o j e c t i o n  A l g o r i t h m  (PPA)
I I I . 1 0 .1  I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  f i r s t  o f  two a l g o r i t h m s  f o r  t h e  
m in isum  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p ro b le m  i s  d e v e l o p e d .
I t  c a p i t a l i z e s  on e x i s t i n g  s o l u t i o n  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  
p l a n a r  c a s e  and  makes u s e  o f  t h e  f a c t  t h a t  i s o m e t r i c  
( d i s t a n c e - p r e s e r v i n g )  t r a n s f o r m a t i o n s  f rom t h e  s p h e r e  t o  
t h e  p l a n e  f rom a s i n g l e  p o i n t  a r e  p o s s i b l e .  The a p p r o p r i a t e  
t r a n s f o r m a t i o n  i s  w e l l - k n o w n  t o  g e o g r a p h e r s  a s  t h e  A z i m u t h a l  
E q u i d i s t a n t  P r o j e c t i o n .
As w i l l  b e  s e e n ,  a  f u n d a m e n t a l  s t e p  i n  t h e  a l g o r i t h m  
i s  b a s e d  upon  an  i t e r a t i v e  t e c h n i q u e  f o r  t h e  E u c l i d e a n  norm
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p ro b lem  d e v e l o p e d  i n d e p e n d e n t l y  by Cooper (1963),  Kuhn an d  
Kuenne ( 1 9 6 2 ) ,  an d  W e i s z f e l d  (1936) . A m o d i f i e d  a l g o r i t h m  
i s  u s e d ;  n a m e ly ,  t h e  H y p e r b o l o i d  A p p r o x i m a t i o n  P r o c e d u r e  
(HAP) due  t o  E y s t e r  e t  a l .  ( 1 9 7 3 ) ,  w h ich  c i r c u m v e n t s  t h e  
d i f f i c u l t i e s  o f  n o n - d i f f e r e n t i a b i l i t y  a t  demand p o i n t s .
In t h e  p l a n e ,  t h e  o r i g i n a l  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  f o r  t h e  
s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b le m  i s  g u a r a n t e e d  t o  c o n v e r g e  t o  t h e  
optimum l o c a t i o n .  A d i s c u s s i o n  o f  c o n v e r g e n c e  p r o p e r t i e s  
i s  g i v e n  by W e i s z f e l d  ( 1 9 3 6 ) ,  K a tz  (1 9 6 9 ,  1974) an d  Kuhn 
( 1 9 7 3 ) .  The i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  h a s  b e e n  fo u n d  by  Cooper  
(1963)  an d  E y s t e r  e t  a l .  ( 1 9 7 3 ) ,  among o t h e r s ,  t o  s o l v e  
t h e  p r o b l e m  w i t h  e x c e l l e n t  r e s u l t s .  W i th  t h i s  i n  m in d ,
i t  w o u ld  seem a d v a n t a g e o u s  t o  employ t h e  t e c h n i q u e  i n
s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  on t h e  s p h e r e .
The b a s i c  s t e p s  o f  t h e  a p p r o a c h  f o l l o w  :
S P(X on  s p h e r e ,  X on p l a n e )
STEP 0 : D e s i g n a t e  s t a r t i n g  p o i n t  Xq^ . S e t  k = 1.
S e t  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  p a r a m e t e r , e .
STEP 1 : P e r f o r m  A z im u th a l  E q u i d i s t a n t  P r o j e c t i o n
e
to  E u c l i d e a n  p l a n e  u s i n g  X,. ^ as  t h e  p o l a r  p o i n t ;  n o t e  t h a t
c p
t h e  p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  X^_^ i s  X^_^ = ( 0 , 0 ) .
STEP 2 : Employ HAP a l g o r i t h m  u s i n g  E u c l i d e a n  norm
p
g l o b a l  op timum X^ i n  pi ;  
s t o p .  O t h e r w i s e ,  go t o  S t e p  3.
p
STEP 3 : P e r f o r m  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  on X^ and
r e t u r n  t o  s p h e r e  t o  g e t  X^. I f  14> (X^)-4> (X^_^^) I  < t ,  w h e re  4)
 p  p
t o  f i n d  l a n e .  I f  I < E
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i s  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  s t o p .  O t h e r w i s e ,  l e t  k = k+1 
r e t u r n  t o  STEP 1.
In  t h e  p a r a g r a p h s  t h a t  f o l l o w ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  
b a s e s  f o r  STEP 1 and STEP 3 w i l l  be  ex a m in e d .  STEP 0 
i s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  I I I . 12 .  F o r  a d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  
o f  HAP (STEP 2) r e f e r  t o  E y s t e r  e t  a l .  ( 1 9 7 3 ) .
A s p e c i f i c  a d v a n t a g e  o f  t h i s  a p p r o a c h  i s  t h a t  w h i l e  
s o l v i n g  t h e  p ro b le m  on t h e  p l a n e  one  i s  w o r k i n g  w i t h  a 
co n v ex  p r o b le m .  V ia  t h e  p r o j e c t i o n  one can  c o n s i d e r  
p ro b le m s  w i t h  demand p o i n t s  s c a t t e r e d  a r o u n d  t h e  e n t i r e  
s p h e r e  w i t h o u t  u s i n g  a p p r o x i m a t i o n s  t o  g r e a t  c i r c l e  d i s ­
t a n c e s .  A l s o ,  u n d e r  t h e  p r o j e c t i o n  t h e  number  o f  n o n -  
d i f f e r e n t i a b l e  p o i n t s  i s  h a l v e d  s i n c e  t h e r e  i s  no  p r o b l e m  
w i t h  a n t i p o d a l  p o i n t s  on  t h e  p l a n e .
I I I . 1 0 .2  C o n v e rg e n c e  P r o p e r t i e s
As s t a t e d ,  i t  i s  known t h a t  t h e  g e n e r a l  i t e r a t i v e  
t e c h n i q u e  c o n v e r g e s  t o  a  g l o b a l  optimum on t h e  p l a n e .  
U n f o r t u n a t e l y ,  c o n v e r g e n c e  o f  an  i t e r a t i v e  a l g o r i t h m  can  
o n l y  be g u a r a n t e e d  t o  a  l o c a l  minimum i n  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  
on  t h e  s p h e r e  due  t o  i t s  n o n - c o n v e x i t y . Assuming  a  c o n ­
v e r g e n t  a l g o r i t h m  i s  u s e d  i n  t h e  p l a n e ,  t h i s  g u a r a n t e e  can  
b e  made by v e r i f y i n g  t h a t  e a c h  i t e r a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  
w i l l  r e s u l t  i n  a  s t r i c t  im provem en t  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
v a l u e .  T h a t  i s ,  e a c h  t i m e  one  p r o j e c t s  t o  t h e  p l a n e  and  
t h e n  r e t u r n s  t o  t h e  s p h e r e ,  any  movement i n  t h e  l o c a t i o n
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o f  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  w i l l  r e s u l t  i n  a  s t r i c t  d e c r e a s e  
i n  t o t a l  c o s t .
S t a r t i n g  w i t h  Xq on  t h e  s p h e r e  a s  a p o l e ,  p r o j e c t  
t o  t h e  p l a n e  u s i n g  t h e  A z im u th a l  E q u i d i s t a n t  P r o j e c t i o n .  
S uppose  X* i s  t h e  g l o b a l  optimum on t h e  p l a n e  f o r  t h e  
p r o j e c t e d  demand p o i n t s .  Assume i t  i s  d i s t i n c t  f ro m  t h e  
image o f  Xq , X ^ . T h a t  i s ,  as sume X^ i s  n o t  g l o b a l l y  
o p t i m a l  on t h e  p l a n e .  I f  d^ i s  t h e  image  o f  demand p o i n t  
f o r  eac h  i  an d  X^ i s  t h e  i n v e r s e  image  o f  t h e  p l a n a r  
op timum X* on t h e  s p h e r e ,  i t  f o l l o w s  f rom  t h e  c o s i n e  i n e ­
q u a l i t y  f o r  e l l i p t i c  g e o m e t r y  (Kay 1969) t h a t  ( s e e  F i g u r e  
3 . 8 ) ;
> oC X ^.P i ) V ^ ,  i  -  1  H
S p h e re
X*-dX* i '
F i g u r e  3 . 8 ,  
g e o m e t ry .
P l a n e
C o s in e  i n e q u a l i t y  f o r  e l l i p t i c
A l l  g e o d e s i c  d i s t a n c e s  and a n g l e s  f ro m  X^ a r e  i s o ­
m e t r i c  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e s  and  
a n g l e s  on t h e  s p h e r e .  A l l  o t h e r  d i s t a n c e s  a r e  d i s t o r t e d  on 
t h e  p l a n e  t o  l a r g e r  t h a n  t h e  a c t u a l  d i s t a n c e .
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F o r  t h e  i n v e r s e  image p o i n t  , t h e n ,
M * M
T. w- |X - d .  U ,  > T. w .p (X , P . )
i = l  ^ 1 ^ i = i  1 s 1
A l s o ,  due t o  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o j e c t i o n ,  and t h e  
f a c t  t h a t  X* i s  g l o b a l  on t h e  p l a n e  i t  f o l l o w s  t h a t
w ^ p ( X „ , P . )  -  i
M M
Thus I  w . p ( X « , P . )  > Z p(X , P . )  and  s t r i c t  
i = l  1 U 1 s 1
im provem ent  i s  g u a r a n t e e d .
The q u e s t i o n  a r i s e s  a s  t o  when one c a n  e x p e c t  t h e  
l o c a t i o n  o f  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  t o  move d u r i n g  t h e  s e a r c h  
f o r  a g l o b a l  op timum on  t h e  p l a n e .  F o r ,  i f  no  movement i s
made f rom  t h e  p o l a r  p o i n t  X ^ , t h e r e  w i l l  b e  no  c hange  i n
t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  With t h i s  i n  m i n d ,  i t  i s
shown t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  f i r s t  p a r t i a l  d e r i v a ­
t i v e s  on  t h e  s p h e r e  a n d  on  t h e  p l a n e  a r e  s i m i l a r .  T h a t  i s ,  
i f  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  a r e  n o n - z e r o  i n  t h e  s p h e r e  
p r o b le m ,  t h e y  w i l l  l i k e w i s e  b e  n o n - z e r o  i n  t h e  p l a n a r  
p ro b le m .  By e m p lo y in g  a m o d i f i e d  g r a d i e n t  a p p r o a c h  i n  t h e  
s p i r i t  o f  Kuhn (1973 )  , t h e r e  i s  no d i f f i c u l t y  i n  a s s u m in g  
d i f f e r e n t i a b i l i t y  e v e n  i n  t h e  s i t u a t i o n  when t h e  p o l a r  
p o i n t  i s  a  demand p o i n t  o r  i t s  a n t i p o d a l  p o i n t .
Now, t h e  c o n v e r g e n t  a l g o r i t h m  i n  t h e  p l a n e  w i l l  
r e s u l t  i n  movement f r o m  a  n o n - s t a t i o n a r y  p o i n t  t o  a  s t a ­
t i o n a r y  p o i n t .  So i f  t h e  f o r e g o i n g  i s  e s t a b l i s h e d  one i s  
g u a r a n t e e d  o f  a c h i e v i n g  a  s t r i c t  im p ro v em en t  i n  an y  i t e r a t i o n
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w h ich  p r o j e c t s  f rom  a  n o n - s t a t i o n a r y  p o i n t  on t h e  s p h e r e .
Theorem 3 . 1 0 . 1  G iv en  an A z im u th a l  E q u i d i s t a n t
P r o j e c t i o n  f rom  a  p o i n t  Xq on t h e  s p h e r e ,  l e t  be  t h e
c o r r e s p o n d i n g  p o i n t  on  t h e  p l a n e  v i a  t h e  p r o j e c t i o n .
Suppose  t h e  f i r s t  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  o b j e c t i v e
f u n c t i o n  on t h e  s p h e r e  e x i s t  and a r e  n o n - z e r o  a t  Xg. Then
t h e  f i r s t  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  p l a n a r  o b j e c t i v e
f u n c t i o n  a r e  l i k e w i s e  n o n - z e r o  a t  X .
P
P r o o f  : The a p p r o a c h  i s  v i a  c o n t r a d i c t i o n .  W i th o u t
l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  t h e  c o o r d i n a t e s  on t h e  s p h e r e  c a n  be  
t r a n s l a t e d  so t h a t  X^ = ~ ( 0 , 0 )  i n  c o l a t i t u d e ,
l o n g i t u d e .  U nder  t h e  p r o j e c t i o n ,  o f  c o u r s e ,  X^ = (X^,Y^) = 
( 0 , 0) .
Suppose  t h e  f i r s t  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  a t  X^ v a n i s h
i n  t h e  p l a n e .  The p r o o f  w i l l  be  e s t a b l i s h e d  by  show ing  t h a t  
t h e  f i r s t  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  v a n i s h  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
p o i n t  Xg = ( 0 , 0 )  on t h e  s p h e r e .




W i ( X ^ - a . )
%
M - w . a .
2 1% ,•
( 0 . 0)








( 0 ,0 )
i = l [ ( X ^ - a . )  + ( Y ^ - b . ) " i = l ( a ^ + b t )
= 0
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Now, u n d e r  t h e  p r o j e c t i o n  i t  i s  s e e n  t h a t  f o r  a
p o i n t  on t h e  s p h e r e ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o i n t
i n  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  i s  ( a ^ , b ^ )  w h e re  a ^  = (Ji^cosX^,
= 4)^sinA.^. T h i s ,  o f  c o u r s e ,  i s  c o n t i n g e n t  upon t h e
p r o j e c t i o n  b e i n g  f ro m  = ( 0 , 0 ) .
By s u b s t i t u t i o n :
M w . a .  M w . $ . cosX M
Z — 9 i  L = Z -------------- ------------- - ----------- j - r  = ^ w-cosX
i = l  (a^+bj^) i = l  [ ( i f ^ c o s + ( ( { ) ^ s i n X ^ )  ] i - 1
=  0
M
S i m i l a r l y ,  Z w . s i n X .  = 0
i = l  ^ ^
U s i n g  t h e  fo rm  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  as  ( 3 . 2 . 7 ) ,  
t h e  f o l l o w i n g  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  a r i s e  :
M - w .  ( -COS0 .sin<{i+sin<ÿ.cos<î>cos(A-A ) )
^  X X X X
9T ~ - L  r  -  -  . - -
^ V 1 - (cos0^cos(j)+sin$j^sin<})cos ( X-X^) )
M - w ^ ( s i n 0 ^ s i n 0 [ s i n X c o s X ^ - c o s X s i n X ^  ]
aX = ^
i = l  f  ?■V 1- ( c o s 0 ^ c o s 0 + s i n 0 ^ s i n 0 c o s ( X - X ^ )  )
L o o k i n g  s p e c i f i c a l l y  a t  w h e n  (0  , X) = 
= ( 0 , 0 ) i t  i s  s e e n  t h a t ;
901
à 0
M - w . ( cos  0 . s i n O + s i n 0 . c o s O c o s ( - X . ) )  
= Z ------- ^  ^ ■ -  . .
( 0 , 0 )  ( c o s 0 ^ c o s O + s i n 0 ^ s i n O c o s  ( - X ^ )  )
M - w . s i n 0 . c o s X .  M
= Z -------------------------  = Z -  w . c o s X .  = 0
-.•=1 ^ ^
• c o s  0 .V i - c o s % .
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A l s o ,
d tp
9X
^  -w. (sin4> . s in O [  s inO cos^  . - c o s O s i n ^  . 1)
= E  i  i   - - — i ----------------^  = 0
( 0 , 0 )  V T - c o s ^ ^
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f .
The q u e s t i o n  o f  w h e t h e r  t h e  a l g o r i t h m  c o n v e r g e s  
when u s e d  w i t h  a  c o n v e r g e n t  a l g o r i t h m  i n  t h e  p l a n e  i s  n o t  
r e a l l y  a p p r o p r i a t e  i n  t h i s  c a s e  s i n c e  t h e  p l a n a r  s e a r c h  i s  
done w i t h  an e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  t h a t  u s e s  a h e u r i s t i c  
as  a  s t o p p i n g  c r i t e r i o n .
I I I . 10 .  3 The A z i m u t h a l  E q u i d i s t a n t  P r o j e c t i o n
I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n s  u s e d  
f o r  p r o j e c t i n g  t o  t h e  p l a n a r  s u r f a c e  a r e  d e v e l o p e d .  T h i s  
i s  e s s e n t i a l l y  STEP 1 o f  t h e  t h r e e  m a j o r  s t e p s  o u t l i n e d  
i n  S e c t i o n  I I I . 1 0 . 1 .
L e t t i n g  ( 4 , X) r e p r e s e n t  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  
i n  c o l a t i t u d e  (0£<}i£ir) a n d  l o n g i t u d e  ( - it<A£it) _ t h e  p r o j e c t i o n  
from t h e  N or th  P o l e  t o  t h e  p l a n e  i s  t r i v i a l .  U s i n g  p o l a r  
c o o r d i n a t e s , ( r , B ) ,  t h e  m app ing  t r a n s f o r m a t i o n  i s  s i m p l y .
r  = 0 
0 = A
w h e re  0°  l o n g i t u d e ,  t h e  G reenw ich  M e r i d i a n ,  t r a n s f o r m s  t o  
t h e  p o s i t i v e  X a x i s  i n  a  C a r t e s i a n  s y s t e m ,  and t h e  S ou th  P o le  
i s  a s i n g u l a r  p o i n t  a r b i t r a r i l y  p l a c e d  a t  ( ^ , 0 ) .  The 
C a r t e s i a n  r e p r e s e n t a t i o n  ( x , y )  i s  t h e n  :
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X = OcosX 
y = (ÿsinX
As m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h i s  p a r t i c u l a r  p r o j e c t i o n  
p r e s e r v e s  a c t u a l  d i s t a n c e s  a n d  b e a r i n g  f ro m  t h e  N o r th  P o l e .  
E r r o r  i n c r e a s e s  a s  one  d e t e r m i n e s  d i s t a n c e s  be tw ee n  p o i n t s
n o n - c o l l i n e a r  w i t h  a  r a y  f rom t h e  o r i g i n  an d  some d i s t a n c e
f ro m  t h e  p o l e .  R e c o g n i z i n g  t h i s ,  t h e  a l g o r i t h m  i n c o r p o r a t e s  
a bound w h i c h  s t o p s  t h e  p l a n a r  s e a r c h  w h e n e v e r  t h e  movement 
e x c e e d s  a f i x e d  d i s t a n c e  f ro m  t h e  p o l e .
I I I . 1 0 . A T r a n s f o r m a t i o n  o f  P o l e s
I n  t h e  P l a n a r  P r o j e c t i o n  A l g o r i t h m  (PPA) one  i s  
u n f o r t u n a t e l y  h a r d l y  e v e r  p r o j e c t i n g  from t h e  N o r th  P o l e .
I t  i s  d e s i r e d  t o  p r o j e c t  f rom  p o i n t s  a l l  o v e r  t h e  s p h e r e ,  
n a m e ly ,  t h e  b e s t  p o i n t  a c h i e v e d  i n  t h e  p r e v i o u s  i t e r a t i o n .  
T h i s  r e q u i r e s  a  m e thod  t o  t r a n s f o r m  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  s o  t h a t  t h e  " N o r th  P o l e "  i s  a t  t h e  d e s i r e d  p o l e  f o r  
p r o j e c t i o n .  The t r a n s f o r m a t i o n  to  t h e  p l a n e ,  t h e n ,  i s  
t r i v i a l .
U s i n g  a c o n c e p t  f a m i l i a r  t o  n a v i g a t o r s ,  i t  i s  p o s s i ­
b l e  t o  t r a n s f o r m  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h o u t  a m b i g u i t y  
f ro m  one p o l e  t o  a n o t h e r .  The c o n c e p t  to  be  u t i l i z e d  i s  
t h e  h a v e r s i n e , w h e re
hav9  = % ( l - c o s 9 )  = s i n ^ ( 8 / 2 )
T r a n s f e r r i n g  f rom  t h e  N o r t h  P o l e  t o  new p o l e  (®o’^ 0 ^ ’ 
new c o o r d i n a t e s  (Z^.a^^) f o r  e a c h  demand p o i n t  P^ = (<t>£,X^)
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a r e  g i v e n  by Mal i n g  ( 1 9 7 3 ) :
havZ^ = hav |  + sin<^>^sintpQhavl |
hava^ = (hav$^-havj i ĝ-Ẑ I )csc<{)gCScZ^
U s i n g  i n v e r s e  t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s ,  one can  
s o l v e  f o r  ( Z ^ , a ^ ) ,  t h e  b e a r i n g  and  d i s t a n c e  c o o r d i n a t e s  
f rom  t h e  new p o l e  t o  a l l  demand p o i n t s  , i = l , . . . , M .
The e n d  r e s u l t ,  a f t e r  p r o j e c t i o n  t o  t h e  p l a n e ,  i s  
a  p l a n a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s p h e r e  w i t h  t r u e  d i s t a n c e s  
f rom  t h e  new p o l e  t o  a l l  p o i n t s  and o n l y  " s m a l l "  e r r o r  
i n  d i s t a n c e s  f rom  o t h e r  l o c a t i o n s  t o  t h e  P^ i n  r e g i o n s  n e a r  
t h e  p o l e .
S o l v i n g  f o r  Z ^ :
h a v Z^  = h a v l $ ^ - O g l  +  s i n 0 ^ s i n 0 g h a v | X g - X ^ |
% ( l - c o s Z j )  = s i n  (— 2— ) + sin(+>^sin(î)gsin (— ^— )
Thus :
Z^ = A r c c o s { 1 - 2 ( s i n ^ ( ^ 2 " ) + s i n b ^ s i n $ g S i n ^ (  ^ ) )} ( 3 . 1 0 . 1 )  
S o l v i n g  f o r  :
h a v a ^  = (hav4î^ -  h a v ]  fg-Z^^ j ) c s c b g C S c Z ^
o O -
% ( l - c o s a ^ )  = [ s i n  ( ^ )  - s i n  (— g— ) ]csc$gCscZ^
Thus :
Qt̂  = A r c c o s  {1-2 [ s i n ^  ( ^ )  -  s i n ^ ( -^g- ^ ) ]csc4>gCscZ^} ( 3 . 1 0 . 2 )
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A l t h o u g h  i s  u n d e f i n e d  when e i t h e r  Oq o r  a r e
0 o r  IT t h i s  i s  e a s i l y  r e s o l v e d  by  a r b i t r a r i l y  d e f i n i n g  
t o  be  0 s i n c e  one  i s  a t  t h e  N o r t h  o r  S o u t h  P o l e .  Z,. i s
d e f i n e d  a s  e i t h e r  0 o r  tt , w h i c h e v e r  i s  c o r r e c t .
O b s e r v i n g  t h a t  t h e  r a n g e  o f  i s  _< -:t ^
i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e r e  w i l l  be  a m b i g u i t y  a s  to  t h e  p r o p e r
s i g n  due  t o  t h e  r a n g e  o f  [ O. tt] f o r  t h e  A r c c o s  f u n c t i o n .
Now, t h e  a z i m u t h  i s  i n  r e f e r e n c e  t o  t h e  s h o r t e s t  g r e a t
c i r c l e  a r c  f ro m  t h e  new p o l e  t o  t h e  o l d  p o l e ,  w h ich  i s  t h e  
new z e r o  m e r i d i a n .  I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  p r o p e r  s i g n  
i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c h e c k  th e  s i g n  o f  (A^-X) . The c a s e s  i n  
T a b l e  3 . 1  a p p l y .
1^0-^ ! 1  ^ IAq-AI > TT
X .  — À > 0 a . = a . a . = - a .0 - 1 1 L 1
X * -  X < 0 a . = - a  . a . = ct.0 1 1 1 1
T a b l e  3 . 1 .  S i g n  o f  A z im uth .
An exam ple  o f  t h e  c a s e  where  and
Ap.-A 2  0 i s  s e e n  i n  F i g u r e  3 . 9 .
( ♦  i» ^ l )  -  P{
A  -  A
58
Old Pole
— ' Zero Veridlar.
New P ole -  (
1^/2 -  A
F i g u r e  3 . 9 .  D e t e r m i n a t i o n  o f  Azimuth ( l o n g i t u d e )
s i g n .
1 1 1 . 1 0 .5  R e t u r n i n g  t o  t h e  S p h e re
C o n s i d e r  now STEP 3 o f  t h e  t h r e e  m a j o r  s t e p s  i n  
S e c t i o n  I I I . 1 0 . 1 .  P r i o r  t o  b e g i n n i n g  t h e  n e x t  i t e r a t i o n  
a n d  a f t e r  o p t i m i z a t i o n  on t h e  p l a n e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
r e t u r n  t o  t h e  s p h e r e .  T h i s  i s  done  by c o n v e r t i n g  t h e  
g l o b a l l y  o p t i m a l  p o i n t  (X*,Y*) t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  
u s i n g
<p = [ ( X + ) ^ + a * ) ^ ] ^  ( 3 . 1 0 . 3 )
A = A r c t a n ( Y * /X * )
A m b ig u i ty  r e g a r d i n g  t h e  s i g n  o f  A i s  e a s i l y  h a n d l e d .  Once 
on t h e  s p h e r e  i t  i s  s i m p l e  t o  t r a n s f o r m  t h e  p o l e  b a c k  to  
t h e  N o r th  P o l e ,  u s i n g  t h e  p r o c e d u r e  o f  STEP 1.  I n  t h i s  way 
t h e  p o i n t  (X*,Y*) i s  e x p r e s s e d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  
w i t h  t h e  N o r t h  P o l e  a s  p o l e .
1 1 1 . 1 0 . 6  The A l g o r i t h m i c  P r o c e d u r e
U t i l i z i n g  t h e  r e s u l t s  and  m a t h e m a t i c a l  d e v e l o p m e n t  
o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  i s  o b t a i n e d .
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T e rm in o lo g y  and  n o t a t i o n  u s e d  i n  any  i t e r a t i o n ,  ITER, a r e  : 
BOUND = u p p e r  bound  f o r  movement o f  s e a r c h  on p l a n e  
b e f o r e  r e t u r n i n g  t o  s p h e r e  
EPl = s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  movement on t h e  p l a n e  i n  
one i t e r a t i o n  
EP2 = s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  c h a n g e  i n  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  v a l u e  on t h e  s p h e r e  u s i n g  (EP2)*F ,  
w he re  F i s  t h e  c u r r e n t  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  
K = ( 0 , 1 ) .  K = 0 i f  s t a r t i n g  s o l u t i o n  i s  t o  be
p r o j e c t e d  c e n t r o i d .  K = 1 o t h e r w i s e .
N1 = bound  on m a j o r  i t e r a t i o n s
M = number o f  demand p o i n t s
Wj = w e i g h t  o f  demand p o i n t  j
= c o l a t i t u d e  o f  demand p o i n t  j  i n  r a d i a n s  
Xj = l o n g i t u d e  o f  demand p o i n t  j  i n  r a d i a n s
1. I n p u t  p a r a m e t e r s  BOUND, E P l ,  E P 2 , K, Nl ,  M 
and  demand p o i n t s  w i t h  w e i g h t s  f o r  j  = 1  M.
2.  I f  K = 0 go t o  s t e p  3.  O t h e r w i s e ,  go t o  s t e p  4 .
3.  C a l c u l a t e  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  ( xOq , xÀq ) 
f o r  s t a r t i n g  s o l u t i o n .  Go t o  s t e p  5.
4.  I n p u t  ( x (+)q , xAq) .
5.  U s in g  ( 3 . 2 . 6 )  c a l c u l a t e  i n i t i a l  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  v a l u e  on t h e  s p h e r e  l e t t i n g  ( x Oq , xAq) be  t h e  
s e r v i c i n g  f a c i l i t y .  C a l l  i t  OBSPH.
6.  S e t  ITER = 1,  xb = , a n d  xX = x X^ .
7.  I f  ITER ^  N l , go t o  s t e p  18 .  O t h e r w i s e ,  go
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t o  s t e p  8.
8.  T r a n s f o r m  p o l e  t o  ( x o , x À) .  D e s i g n a t e  new 
c o o r d i n a t e s  o f  demand p o i n t s  a s  ( 9 T j , )  f o r  j  =
C o o r d i n a t e s  o f  N o r t h  P o l e  a r e  '
9 .  S e t  Fg = OBSPH.
10. T r a n s f o r m  a l l  demand p o i n t s  ( / T j , \ T j ) f rom 
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  t o  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  v i a  t h e  
A z im u th a l  E q u i d i s t a n t  P r o j e c t i o n .  D e s i g n a t e  them as
( A j .
11.  U s in g  t h e  H y p e r b o l o i d  A p p r o x i m a t i o n  P r o c e d u r e
(HAP), o r  an y  o t h e r  E u c l i d e a n  norm s i n g l e  f a c i l i t y  a l g o r i t h m ,
2
s o l v e  t h e  p r o b l e m  i n  E f o r  t h e  g l o b a l  minimum (X*, Y * ) .
12. Check t o  s e e  i f  t h e  f i r s t  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  
i s  s a t i s f i e d .  I f  '^(X*)^+(Y < EPl t h e n  do s t e p s  13
t h r o u g h  15 and  go t o  s t e p  18.  O t h e r w i s e ,  go t o  s t e p  13.
13. T r a n s f o r m  (X*,Y*) f ro m  C a r t e s i a n  to  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e s ,  t h u s  r e t u r n i n g  t o  t h e  s p h e r e  w i t h  (x<f,xÀ)
as  p o l e  t o  g e t  ( x b * , x X * ) .
14. T r a n s f o r m  t h e  p o l e  a t  ( x ^ , x > )  b a c k  t o  t h e  N o r th  
P o l e  (x t^ p ,X A ^p)  t o  g e t  (xo*,x>.*)  i n  t e rm s  o f  t h e  N o r th  
P o l e .  C a l l  t h e  new p o i n t  ( xO, xA) .
15.  U s in g  ( 3 . 2 . 6 )  e v a l u a t e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
OBSPH on t h e  s p h e r e ,  l e t t i n g  ( xb . xA)  b e  t h e  s e r v i c i n g  
f a c i l i t y .  Go t o  s t e p  16 ( u n l e s s  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i n  
s t e p  12 i s  s a t i s f i e d ) .
16.  S e t  = OBSPH.
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17.  Check t o  s e e  i f  t h e  s e c o n d  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  
i s  s a t i s f i e d .  I f  (EP2)*F^ ,  go t o  s t e p  18.
O t h e r w i s e ,  go t o  s t e p  7.
18.  S t o p .
I I I . 11 A C y c l i c  M e r i d i a n  S e a r c h  A l g o r i t h m  (CMS)
1 1 1 . 1 1 .1  I n t r o d u c t i o n
R e c o g n i z i n g  t h a t  an a p p r e c i a b l e  amount o f  t i m e  i s  
r e q u i r e d  f o r  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  g r a d i e n t  i n  t h e  p l a n a r  
s e a r c h  and  i n  t r a n s f o r m i n g  b a c k  and  f o r t h  f rom t h e  s p h e r e ,  
one can  r e a s o n a b l y  c o n s i d e r  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  b o t h  s e a r c h ­
i n g  e n t i r e l y  on t h e  s p h e r i c a l  s u r f a c e  and  a v o i d i n g  t h e  
u s e  o f  d e r i v a t i v e s .  A n o t h e r  f a c t o r  t o  e n c o u r a g e  s u c h  an 
a p p r o a c h  i s  t h a t  due  t o  t h e  way a g r a d i e n t  s e a r c h  f u n c t i o n s , 
i t  w i l l  p r o c e e d  d o w n h i l l  t o  a  l o c a l  optimum once  i t  i s  
w i t h i n  i t s  " r e g i o n  o f  a t t r a c t i v e n e s s . "  A d e r i v a t i v e - f r e e  
a p p r o a c h  may be  a b l e  to  a v o i d  l o c a l  o p t i m a .
Two q u e s t i o n s  come i m m e d i a t e l y  t o  mind .  T h a t  i s ,  
how s h o u l d  one c h o o s e  a s e a r c h  d i r e c t i o n ,  and  how s h o u l d  
t h e  l i n e  s e a r c h  b e  made.  Two s i m p l e  p r o c e d u r e s  w e re  u s e d .
1 1 1 . 1 1 .2  The S e a r c h  D i r e c t i o n
C o n c e r n i n g  s e a r c h  d i r e c t i o n s ,  t h e  d e v e l o p e d  
a l g o r i t h m  a lw a y s  s e a r c h e s ,  i n  eac h  c y c l e ,  i n  a d i r e c t i o n  
o r t h o g o n a l  t o  a  m e r i d i a n  a l o n g  a g r e a t  c i r c l e  t r a c k  and  
t h e n  a l o n g  a  m e r i d i a n .  T h i s  c y c l e  i s  r e p e a t e d  u n t i l  an 
i n i t i a l  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i s  s a t i s f i e d .  At t h a t  j u n c t u r e
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random s e a r c h  d i r e c t i o n s  a r e  t r i e d  i n  o r d e r  t o  f u r t h e r  
im prove  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  T h is  p r o c e d u r e  
h e l p s  t o  a v o i d  g e t t i n g  s t r a n d e d  on r i d g e s  and i n  v a l l e y s - -  
a s  c a n  h a p p e n  i n  a c y c l i c  c o o r d i n a t e  (one a t  a  t im e)  
s e a r c h  on t h e  p l a n e .
The o c c u r r e n c e  o f  s u c h  r i d g e s  and v a l l e y s  on t h e  
s p h e r e  can  b e s t  be  d e m o n s t r a t e d  v i a  exam ple .  C o n s i d e r  
t h e  f o u r  p o i n t  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p ro b le m  u s i n g  d a t a  
s e t  D4 o f  A ppend ix  B, d e p i c t e d  i n  F i g u r e  3 . 1 0 .  The g l o b a l  
optiiTium i n  d e g r e e s  o f  l a t i t u d e  and l o n g i t u d e  i s  a t  a p p r o x i ­
m a t e l y  ( 3 3 , 5 7 ) ,  y e t  a  c y c l i c  s e a r c h  t h a t  does  n o t  i n c o r p o r a t e  
random s e a r c h  d i r e c t i o n s  c o u l d  g e t  s t u c k  a t  t h e  p o i n t  ( 0 , 2 0 )  
e v e n  t h o u g h  i t  i s  c l e a r l y  n o t  a l o c a l  minimum. T h i s  w o u ld  
h a p p e n  i f  t h e  o p t i m i z a t i o n  s t a r t e d  w i t h  20°  l o n g i t u d e  as  a 
f i x e d  m e r i d i a n  and  a  l i n e  s e a r c h  a l o n g  i t  c o n v e r g e d  t o  
( 0 , 2 0 ) .  At t h i s  p o i n t  a n  o r t h o g o n a l  s e a r c h  w ou ld  b e  a l o n g  
t h e  g r e a t  c i r c l e  a r c  w h ic h  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  E q u a t o r ,  
o r  0° l a t i t u d e .  Such  a s e a r c h  w ould  n o t  d e c r e a s e  t h e  v a l u e  
o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  so  t h e  a l g o r i t h m  w ould  t e r m i n a t e  
a t  ( 0 , 2 0 ) .
The c y c l i c  s e a r c h  p r o c e s s  c a n  be q u i t e  s l o w  a r o u n d  
r i d g e s  and  v a l l e y s  due t o  a t e n d e n c y  o f  t h e  s e a r c h  t o  z i g - z a g  
a l o n g  them.  T h i s  i s  d i s c u s s e d  w i t h  r e g a r d  t o  t h i s  f o u r  p o i n t  
p r o b l e m  i n  C h a p t e r  V. O v e r a l l ,  how ever ,  t h e  a l g o r i t h m  
seemed t o  be q u i t e  e f f i c i e n t  when compared t o  t h e  p l a n a r  
p r o j e c t i o n  m e thod .
-30
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L o n g i t u d e
150120
N o r th  P o l e  (A ls o  P j (w = l ) )  
F i g u r e  3 . 1 0 .  3-D min isum f u n c t i o n  p l o t ;  Data  Se t  D4, A ppend ix  B.
200 , 0 )
64
I t  i s  e a s y  t o  v i s u a l i z e  t h a t  a l t h o u g h  s e a r c h  d i r e c ­
t i o n s  a r e  o r t h o g o n a l  w i t h i n  eac h  c y c l e ,  t h e  a c t u a l  d i r e c t i o n  
o f  s e a r c h  on t h e  s p h e r e  can  be  i n  any  d i r e c t i o n - - e x c e p t  i n  
a p a t h o l o g i c a l  c a s e  when t h e  l i n e  s e a r c h  i n  a f i x e d  d i r e c ­
t i o n  moves an e x a c t  m u l t i p l e  o f  r / 2  a t  e v e r y  i t e r a t i o n .
Th is  p r o p e r t y  i n  i t s e l f  would  a p p e a r  t o  make t h e  t e c h n i q u e  
more p o w e r f u l  t h a n  t h e  c o u n t e r p a r t  c y c l i c  c o o r d i n a t e  
d e s c e n t  a l g o r i t h m  on t h e  p l a n e  ( Z a n g w i l l  1 9 7 4 ) .
I I I . 1 1 . 3  The L i n e  S e a r c h
R e g a r d i n g  t h e  l i n e  s e a r c h ,  i t  mus t  b e  r e c o g n i z e d  
t h a t  a l t h o u g h  t h e  s e a r c h  a l o n g  a g e o d e s i c  ( m e r i d i a n )  i n  
any d i r e c t i o n  f rom  a  p o l e  i s  bou n d ed  by r , t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  i s  n o t  i n  g e n e r a l  u n im o d a l  o v e r  t h e  s e a r c h  r e g i o n .  
As a r e s u l t ,  t h e  s t a n d a r d  e f f i c i e n t  l i n e  s e a r c h  t e c h n i q u e s  
( F i b o n n a c i ,  G o lden  S e c t i o n )  w i l l  n o t  g u a r a n t e e  a g l o b a l  
optimum. A l s o ,  s i n c e  l o c a l  o p t i m a  e x i s t  i n  t h e  g e n e r a l  
p r o b le m ,  one  s h o u l d  g i v e  t h o u g h t  t o  t e c h n i q u e s  o f  e s c a p i n g  
them when a t  a l l  p o s s i b l e .  I t  t u r n s  o u t  t h a t  an  a d a p t a t i o n  
o f  a  s i m p l e  s e a r c h  t e c h n i q u e  due t o  B a z a r a a  (1975)  w i l l  
p e r f o r m  a good  l i n e  s e a r c h  and  i n  many c a s e s  a v o i d  l o c a l  
o p t i m a ,  e s p e c i a l l y  when t h e  l o c a l  o p t i m a ' s  r e g i o n  o f  a t t r a c ­
t i o n  a r e  r e l a t i v e l y  s m a l l  and  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ' s  
s u r f a c e  i s  n o t  t o o  f l a t .
The a l g o r i t h m i c  s t e p s  o f  t h e  l i n e  s e a r c h  w i l l  be 
d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .  A g e n e r a l  o u t l i n e  f o l l o w s :
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*
G iven  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  w here  f ( b * , A )  = Z 
w h e re  A i s  a f i x e d  m e r i d i a n - - a l o n g  w hich  t h e  l i n e  s e a r c h  
i s  b e i n g  m a d e - - c h e c k  t o  s e e  i f  f  (<?*+£, ■') o r  f ( ? * - e , A )  
r e s u l t s  i n  a d e c r e a s e  i n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  f o r  
a r b i t r a r i l y  s m a l l  c > 0 .  I f  n e i t h e r  d e c r e a s e  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  v a l u e  t h e  s e a r c h  i s  t e r m i n a t e d .  Suppose  i t  i s  
d e t e r m i n e d  t h a t  f ( o * + c , A)  i s  t h e  a p p r o p r i a t e  s e a r c h  d i r e c ­
t i o n .  The i n t e n t  o f  t h e  s e a r c h  t h e n  i s  t o  i n c r e a s e  t h e  
c o l a t i t u d e  $ a s  much a s  p o s s i b l e  f o r  f i x e d  A, a l l  t h e  w h i l e  
d e c r e a s i n g  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  C h o o s in g  an  
i n i t i a l  s t e p  s i z e  A > 0,  a n d  an  i n i t i a l  a c c e l e r a t i o n  
f a c t o r  S = 1,  e v a l u a t e  f  , A) . I f  f  , A) < Z * ,
t h e n  Z* i s  r e p l a c e d  by  f ( i * + S A , A ) ,  p* i s  r e p l a c e d  by 
S i s  r e p l a c e d  b y  aS ( a > l )  , and  t h e  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  
u n t i l  t h e  f i r s t  f a i l u r e  i s  e n c o u n t e r e d .  I f  o n l y  f ( b * - e , A )  
h a d  d e c r e a s e d  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e ,  t h e n  S w o u ld  be 
r e p l a c e d  by  -1 and  t h e  c o l a t i t u d e  6 w ou ld  be  d e c r e a s e d  as 
much as  p o s s i b l e .
When t h e  f i r s t  f a i l u r e  i s  e n c o u n t e r e d ,  t h e  s t e p  
s i z e  A i s  d e c r e a s e d  and  t h e  p r o c e s s  c o n t i n u e d .  T h i s  
r e d u c t i o n  i n  s t e p  s i z e  t a k e s  p l a c e  a f t e r  e a c h  f a i l u r e  u n t i l  
t h e  minimum s t e p  s i z e  r e s u l t s  i n  a  f a i l u r e .  I n  t h i s  c a s e ,  
an  a p p r o x i m a t e  minimum ( p o s s i b l e  l o c a l )  o f  f  i s  6*.
A p r o m i n e n t  f e a t u r e  o f  t h i s  a p p r o a c h  i s  t h e  f a c t  
t h a t  t h e  i n i t i a l  s t e p  s i z e  A i s  a  p a r a m e t e r  t h a t  c a n  b e  
c o n t r o l l e d  so  t h a t  i n  many c a s e s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s t e p
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o u t  o f  t h e  r a n g e  o f  a  l o c a l  op t im um .  A g r a p h i c a l  p i c t u r e  
o f  t h i s  i s  i n  F i g u r e  3 . 1 1 .  N o te  t h a t  t h e  f i r s t  e v a l u a t i o n  
g i v e s  f (6*+A) < f(i))*) and  t h e  l o c a l  minimum i s  e s c a p e d .
I t  m u s t  b e  e m p h a s i z e d  t h a t  s e l e c t i o n  o f  A has  a p r o n o u n c e d  
e f f e c t  on s u c c e s s  i n  e s c a p i n g  l o c a l  m in im a ,  and  l i t t l e  i s  
known a p r i o r i  as  t o  a p p r o p r i a t e  c h o i c e s .
G l o b a l  MinimumL o c a l  Minimum
F i g u r e  3 . 1 1 .  E s c a p i n g  a l o c a l  minimum.
I I I . 1 1 . 4  The A l g o r i t h m i c  P r o c e d u r e
Armed w i t h  t h e  f o r e g o i n g  p r e l i m i n a r y  comments ,  t h e  
C y c l i c  M e r i d i a n  S e a r c h  (CMS) A l g o r i t h m  i s  now d e s c r i b e d .  
The f o l l o w i n g  n o t a t i o n  and  t e r m i n o l o g y  i s  u s e d :
S = i n i t i a l  a c c e l e r a t i o n  f a c t o r  (=1)
a = a c c e l e r a t i o n  f a c t o r  f o r  s t e p  s i z e  (>1)
N = s w i t c h i n g  f a c t o r  f o r  r e d u c t i o n  o f  b a s i c  s t e p
s i z e
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€  =  s m a l l  s t e p  s i z e  u s e d  t o  f i n d  d i r e c t i o n  ( t )  o f
s e a r c h  on f i x e d  m e r i d i a n  
11 = i n i t i a l  s t e p  s i z e
AMIN = minimum s t e p  s i z e
AINC = i n c r e m e n t a l  s t e p  s i z e
K = ( 0 , 1 ) ,  K=0 i f  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  i s  t o  be
s t a r t i n g  s o l u t i o n ;  K=1 o t h e r w i s e .
M = number o f  demand f a c i l i t i e s
Wj = n o n - n e g a t i v e  w e i g h t  a s s o c i a t e d  w i t h  demand
p o i n t  j
Oj = c o l a t i t u d e  o f  demand p o i n t  j  i n  r a d i a n s
Xj = l o n g i t u d e  o f  demand p o i n t  j  i n  r a d i a n s
ITBOUN = bound on number  o f  c y c l i c  s e a r c h e s
EPl = s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  s e a r c h  movement
EP2 = s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  im provement i n  o b j e c t i v e
f u n c t i o n  u s i n g  EP2*(F) w h e re  F i s  t h e  c u r r e n t  
o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  
LRANBO = number  o f  random  s e a r c h  d i r e c t i o n s  em ployed  
once  e i t h e r  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i s  s a t i s f i e d
1.  I n p u t  p a r a m e t e r s  a ,  M, A l ,  AMIN, AINC, K, e ,  
ITBOUN, E P l ,  EP2, LRANBO, and  demand p o i n t s  (()j  , X^) w i t h  
w e i g h t s  Wj f o r  j  = 1 , . . . ,M.
2 .  I f  K = 0 ,  go t o  s t e p  3.  O t h e r w i s e  go t o  s t e p  4.
3 .  C a l c u l a t e  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  (x $q , xXq) f o r  
s t a r t i n g  p o i n t .  Go t o  s t e p  5.
4 .  I n p u t  s t a r t i n g  p o i n t  ( x b g , x X g ) .
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5. S e t  î>* = x<Pq , à* = .
6.  C a l c u l a t e  i n i t i a l  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  on 
t h e  s p h e r e  u s i n g  ( 3 . 2 . 6 ) ,  l e t t i n g  be t h e  s e r v i c i n g
f a c i l i t y .  C a l l  i t  .
7. F i x  t h e  m e r i d i a n  a t  >■*, a n d  p e r f o r m  a l i n e  
s e a r c h  from d* t o  g e t  ( x v . x ’O and F ^ , t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
v a l u e  (an  im provem en t  o v e r  F ^ ^ ) .
8- S e t  F^^ Fg.
9.  S e t  ITER = 0.
10. S e t  ITER = ITER + 1, IRAN = 0 .
11. S e t  up a s e a r c h  f rom t h e  c u r r e n t  p o l e  a l o n g
t h e  m e r i d i a n  t  S e t  ( + * , / * )  = ( 0 , - / 2 ) .
12. S e e  i f  t h e  bound on i t e r a t i o n s  h a s  b e e n  e x c e e d e d .
I f  ITER i s  l e s s  t h a n  ITBOUN, go t o  s t e p  13.  O th e r w i s e  go
to  s t e p  33.
13. T r a n s f o r m  th e  p o l e  t o  ( x C , x ' )  u s i n g  p r o c e d u r e s  
i n  S e c t i o n  IIL.1Ü.4. S t o r e  N o r th  P o le  a s  - 
(bjjp.Àj^p) i s  r e q u i r e d  in  s t e p  28.
14. F i x i n g  t h e  m e r i d i a n  a t  A*, p e r f o r m  a l i n e  
s e a r c h  f rom d*  t o  g e t  ( x d , x  ) and F ^ , t h e  c o r r e s p o n d i n g  
o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .
15.  Check  t o  s ee  w h e t h e r  a  random  s e a r c h  d i r e c t i o n  
ha s  b e e n  u s e d  w i t h i n  t h e  i t e r a t i o n .  I f  LRAN i s  g r e a t e r  
t h a n  z e r o ,  go t o  s t e p  18.  O t h e r w i s e  go t o  s t e p  16.
16.  I n s u r e  t h a t  two o r t h o g o n a l  s e a r c h e s  a r e  p e r ­
fo rm ed  b e f o r e  c h e c k i n g  s t o p p i n g  c r i t e r i a .  The two s e a r c h e s
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c o m p l e t e  a c y c l e  i n  t h e  two d i m e n s i o n a l  s p h e r i c a l  s p a c e .
I n  each  c y c l e  t h e  f i r s t  s e a r c h  i s  p e r f o r m e d  a l o n g  a g r e a t
c i r c l e  a r c  o r t h o g o n a l  t o  a  m e r i d i a n  when t h e  N o r t h  P o le
i s  t h e  p o l a r  p o i n t , a n d  t h e  s e c o n d  s e a r c h  i s  a l o n g  a
m e r i d i a n .  The p a t t e r n  o f  such  a s e a r c h  i s  d e p i c t e d  i n
F i g u r e  3 . 1 2 .  O bse rve  t h a t  a s  t h e  r e g i o n  o f  s e a r c h  g e t s
s m a l l e r ,  t h e  s e a r c h  c l o s e l y  a p p r o x i m a t e s  a c y c l i c  c o o r d i -  
2
n a t e  s e a r c h  i n  E .
I f  A* = 7T/ 2  go t o  s t e p  17. O t h e r w i s e  go t o  s t e p  21,
-
F i g u r e  3 . 1 2 .  Sample s e a r c h  p a t t e r n  f o r  c y c l i c  
m e r i d i a n  s e a r c h .
17.  S e t  up v a l u e s  f o r  u s e  i n  t e s t i n g  s t o p p i n g  
c r i t e r i a  a f t e r  c o m p l e t i o n  o f  s e c o n d  h a l f  o f  c y c l e .  S e t
= Fg - F ^ , x(?^ = XÇ and  F^ = F ^ . Go t o  s t e p  28.
18.  I f  a  random s e a r c h  d i r e c t i o n  h as  b e e n  u s e d  
w i t h i n  t h e  i t e r a t i o n ,  a s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i s  t e s t e d  t o  
s e e  i f  i t  i s  s t i l l  s a t i s f i e d .  I f  |F_^-F^j _< EP 2(F ^)  go t o  
s t e p  22.  O t h e r w i s e  go t o  s t e p  19.
19. Set  = F^.
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20 .  The s e c o n d  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i s  t e s t e d  a f t e r  
u s e  o f  a  random s e a r c h  d i r e c t i o n  t o  s e e  i f  i t  i s  s t i l l  
s a t i s f i e d .  I f  lxî>| _< EP l  go t o  s t e p  25.  O t h e r w i s e  go
t o  s t e p  28 ,  and b e g i n  a new i t e r a t i o n .
21 .  T h i s  s t e p  i s  r e a c h e d  a f t e r  one c y c l e  o f  th e  
l i n e  s e a r c h  i s  c o m p l e t e d - - n a m e l y  two o r t h o g o n a l  s e a r c h e s .
A check  i s  made t o  s e e  i f  a s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i s  s a t i s f i e d .  
I f  [ ^ ^^ — EP2(F^)  go t o  s t e p  22.  O th e rw is e  go
t o  s t e p  23.
22.  S e t  Fg = F^ and  go t o  s t e p  25.
23 .  S e t  F^ = F^ .
24.  The s e c o n d  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i s  checked  a f t e r
2 1 >a c y c l e  o f  t h e  l i n e  s e a r c h  i s  c o m p l e t e d .  I f  (xd^  ̂ ^
E P l  go t o  s t e p  25 .  O t h e r w i s e  go t o  s t e p  28 and  b e g i n  a  
new i t e r a t i o n .
25.  T h i s  s t e p  i s  r e a c h e d  w h e n e v e r  any o f  th e  s t o p ­
p i n g  c r i t e r i a  a r e  s a t i s f i e d .  I t  e n a b l e s  t h e  a l g o r i t h m  to  
make a s e a r c h  i n  a random  d i r e c t i o n .  S e t  LRAN = LRAN +  1.
26.  Check t o  s e e  i f  t h e  u p p e r  bound  on random 
s e a r c h  d i r e c t i o n s  i n  any  i t e r a t i o n  h a s  b e e n  e x c e e d e d .
I f  LRAN i s  g r e a t e r  t h a n  LRANBO go t o  s t e p  28 .  O th e rw is e  
go  t o  s t e p  27.
27.  G e n e r a t e  a random number RAN, -1  _< RAN < 1, 
s e t  0* = 0 and  l e t  t h e  f i x e d  m e r i d i a n  ( l i n e  o f  s e a r c h )  
b e  7* = RAN(Tr). Go t o  s t e p  13.
28. C o n v e r t  (xd.xA) t o  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e
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N o r t h  P o l e  a s  p o l e  u s i n g  s t e p  13 and p r o ­
c e d u r e s  o f  S e c t i o n  I I I . lOA f o r  t r a n s f o r m i n g  p o l e s .  T h i s  i s  
done i n  p r e p a r a t i o n  f o r  p e r f o r m i n g  t h e  n e x t  i t e r a t i o n  o r  
c y c l e .
29.  E v a l u a t e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  on t h e  
s p h e r e  u s i n g  ( 3 . 2 . 6 )  and l e t t i n g  (xç ,xA )  b e  t h e  s e r v i c i n g  
f a c i l i t y .
30.  I f  LRAN i s  g r e a t e r  t h a n  LRANBO, go t o  s t e p  33. 
O t h e r w i s e  go to  s t e p  31.
31.  D e te r m in e  w h e t h e r  t h e  l i n e  s e a r c h  c y c l e  h a s  
b e e n  c o m p l e t e d .  I f  X* = t t / 2 , go t o  s t e p  32 .  O t h e r w i s e  go 
t o  s t e p  10.
32.  B eg in  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  t h e  l i n e  s e a r c h
c y c l e .  S e t  ( : * , X*) = ( 0 , 0 )  an d  go t o  s t e p  13.
33.  S t o p .
The l i n e  s e a r c h  p r o c e d u r e ,  b e i n g  t h e  h e a r t  o f  t h e  
a l g o r i t h m ,  i s  now d e s c r i b e d  a s  a s e p a r a t e  e n t i t y .
1. I n p u t  p a r a m e t e r s  M, &1, AMIN, AINC, a ,  N,
( c * , X * ) , L and  demand p o i n t s  ( d . , X^) w i t h  w e i g h t s  .
L e t  = f ( d * , X * )  .
2.  S e t  ICOUNT = 0 .  T h i s  c o u n t e r  i s  u s e d  i n  
d e t e r m i n i n g  w h e t h e r  t h e  a p p r o p r i a t e  d i r e c t i o n  o f  s e a r c h  
on t h e  f i x e d  m e r i d i a n  h a s  b e e n  d e t e r m i n e d .
3. S e t  R = 1.  R i s  a p a r a m e t e r  w h ic h  f i x e s  S
a t  a  p r o p e r  v a l u e ,  t  1, a f t e r  e a c h  change  i n  s t e p  s i z e  A.
4 .  S e t  A = Al.
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5.  S e t  S = R.
6. S e t  Kq = 0. Kq c o u n t s  t h e  number o f  a c c e l e r a ­
t i o n s  f o r  a g i v e n  s t e p  s i z e .
7. + 1.
8.  Check t o  s e e  how many s t e p s  h av e  b e e n  made f o r  
a  p a r t i c u l a r  s t e p  s i z e  à .  T h i s  p e r m i t s  one t o  r e s t r i c t  
t h e  s e a r c h  t o  a maximum s i z e  i n t e r v a l .  F o r  e x a m p le ,  i f
h i  = .1  r a d i a n s ,  8 = 1 ,  a = 2 a n d  N = 5,  t h e  l a r g e s t  move 
a l o n g  a l i n e  due t o  a c c e l e r a t i o n  w o u ld  be  2 ^ ( , 1 )  = 3 . 2 ,  
w h ich  i s  j u s t  g r e a t e r  t h a n  r .  I f  Kg i s  g r e a t e r  t h a n  N, 
go t o  s t e p  36.  O t h e r w i s e  go t o  s t e p  9.
9.  I f  ICOUNT = 0, go t o  s t e p  27.  O t h e r w i s e  go 
t o  s t e p  10.
10. S e t  ICOUNT = ICOUNT + 1.
11. S e t  xOjj = v * + S ( h )  and x> = A*.
12. Due t o  t h e  bound  on c o l a t i t u d e ,  i t  i s  n e c e s ­
s a r y  t o  i n s u r e  t h a t  x*^  i s  n e v e r  l e s s  t h a n  z e r o  o r  g r e a t e r  
t h a n  TT. I f  xb^  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  tt and  g r e a t e r  t h a n  
o r  e q u a l  t o  z e r o ,  go t o  s t e p  28 .  O t h e r w i s e , go t o  s t e p  13.
S t e p s  13 t h r o u g h  22 r e - o r i e n t  t h e  d i r e c t i o n  o f  s e a r c h  w i t h i n  
t h e  bounds  o f  c o l a t i t u d e  and  a l o n g  t h e  p r o p e r  m e r i d i a n  when 
n e c e s s a r y .
13. I f  xd^  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  0 ,  go t o  s t e p
18. O t h e r w i s e  go t o  s t e p  14.
14. S e t  xdjj = 2iT-xdjj.
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15.  I f  A* 4- 'T i s  g r e a t e r  t h a n  , go t o  s t e p  17. 
O t h e r w i s e  go t o  s t e p  16.
16.  S e t  xA = A-* + TT and  go t o  s t e p  22.
17.  S e t  xA = A* -  TT and go t o  s t e p  22.
18.  S e t  xp^  = - x : ^ .
19.  I f  A* + T i s  g r e a t e r  t h a n  t: , go to  s t e p  21.  
O th e r w i s e  go t o  s t e p  20.
20.  S e t  xA = + TT and  go t o  s t e p  22.
21.  S e t  xA = A* - A.
22.  S e t  R = -R and  S = -S .
23.  E v a l u a t e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a t  (xP ^ .xA )  
u s i n g  ( 3 . 2 . 6 ) .  C a l l  i t  F.
24.  I f  ICOUNT = 0 ,  go t o  s t e p  31. T h i s  means t h a t  
t h e  a p p r o p r i a t e  d i r e c t i o n  f o r  s e a r c h  a l o n g  xA h a s  n o t  y e t  
b e e n  d e t e r m i n e d .  O t h e r w i s e ,  go to  s t e p  25.
25.  Check t o  s e e  i f  a d e c r e a s e  i n  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  v a l u e  h a s  b e e n  o b t a i n e d .  I f  n o t ,  t h e n  t h e  s t e p  
s i z e  must  be r e d u c e d .  I f  (F^ - F) i s  l e s s  t h a n  z e r o  go t o  
s t e p  26.  O t h e r w i s e  go t o  s t e p  33.
26.  S e t  R = -R a n d  S = -S ,  and  go t o  s t e p  37.
27.  F i n d  t h e  a p p r o p r i a t e  d i r e c t i o n  ( t )  o f  s e a r c h  
f rom  £>■*■ by t e s t i n g  t h e  e f f e c t  on t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  due
t o  a  s m a l l  movement from p*  t o  P* + e a l o n g  A*. S e t  xP N
= p* + c and  xA = A-*. Go t o  s t e p  12.
28 .  E v a l u a t e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a t  (xP^,xA) 
u s i n g  ( 3 . 2 . 6 ) .  C a l l  i t  F .
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29.  I f  ICOUNT = 0 ,  go t o  s t e p  31.  O t h e r w i s e  go 
t o  s t e p  30.
30.  Check t h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  t o  s e e  w h e t h e r  a 
d e c r e a s e  i n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  h a s  b e e n  o b t a i n e d .  I f
(Fg - F) i s  l e s s  t h a n  z e r o ,  go t o  s t e p  36. O t h e r w i s e  go
t o  s t e p  33.
31.  T h i s  s t e p  i s  e n t e r e d  o n l y  when d e t e r m i n i n g  
t h e  i n i t i a l  d i r e c t i o n  o f  s e a r c h .  I f  (F - F^^) i s  l e s s  t h a n
z e r o ,  go t o  s t e p  33. O t h e r w i s e  go t o  s t e p  32.
32 .  S e t  R = -R.  S = - S , ICOUNT = ICOUNT + 1,
Fg = F^jj and  go to  s t e p  11.
33.  S e t  ICOUNT = ICOUNT + 1 ,  F = F,
À * = xA .
34.  Check t o  s e e  i f  t h e  p r o p e r  d i r e c t i o n  ( t )  has  
j u s t  b e e n  f o u n d .  I f  ICOUNT = 1,  go t o  s t e p  10.  O th e r w i s e  
go t o  s t e p  35 .
35.  S e t  S = ot(S) and  go t o  s t e p  7.
36.  S e t  A* = xA .
37.  D e c r e a s e  s t e p  s i z e  4 by 4INC.
38.  I f  4 i s  l e s s  t h a n  4MIN, go t o  s t e p  39.  O t h e r ­
w i s e  go t o  s t e p  5.
39.  S e t  xb = 0*,  xA = A*.
40.  S to p .
I I I . 12 S t a r t i n g  S o l u t i o n s
A f u n d a m e n t a l  c o n s i d e r a t i o n  i n  any i t e r a t i v e  t e c h ­
n i q u e  i s  w h a t  t o  u s e  a s  a s t a r t i n g  s o l u t i o n .  In  t h i s
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s e c t i o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a  number o f  a p p r o a c h e s  w i l l  
be  d i s c u s s e d .
1 1 1 . 1 2 . 1  P r o j e c t e d  C e n t r o i d
In  t e s t i n g  t h e  two a l g o r i t h m s , i t  was found  t h a t  
t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  p r o v i d e d  a "good"  s t a r t i n g  s o l u t i o n .  
O f t e n  i t  was i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  g l o b a l  optimum,  and  i n  
many c a s e s  t h e  g l o b a l  optimum was a c h i e v e d  when t h i s  p o i n t  
s t a r t e d  t h e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e .  F i n d i n g  t h e  c e n t r o i d
3
i n  E f o r  t h e  E u c l i d e a n  norm and  p r o j e c t i n g  i t  t o  t h e  
s p h e r e ' s  s u r f a c e  a l o n g  a v e c t o r  e m a n a t i n g  f rom  t h e  s p h e r e ' s  
c e n t e r  i s  e a s y  t o  do a n a l y t i c a l l y .  As d i s c u s s e d  i n  
S e c t i o n  I I I . 8 ,  t h i s  p o i n t  was d e v e l o p e d  as an a p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n  by  W e n d e l l .  I n t u i t i v e l y  i t  w o u ld  seem t o  b e  a good 
s t a r t i n g  s o l u t i o n  f o r  a  p r o b l e m  w i t h  demand p o i n t s  a l l  o v e r  
t h e  s p h e r e  s i n c e  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  w ould  a t  l e a s t  
l o c a t e  one i n  a h e m i s p h e r e  c o n t a i n i n g  a m a j o r i t y  o f  t h e  
w e i g h t e d  demand.
3
1 1 1 . 1 2 . 2  P r o j e c t e d  Optimum f o r  E u c l i d e a n  Norm i n  E 
A l t h o u g h  c o m p a r a t i v e l y  more e x p e n s i v e  t o  d e t e r m i n e ,
t h i s  p o i n t  c o u l d  c o n c e i v a b l y  b e  b e t t e r  t h a n  t h e  p r o j e c t e d  
c e n t r o i d  i n  c e r t a i n  c a s e s .  However,  i t  u n f o r t u n a t e l y  
r e q u i r e s  a n  i t e r a t i v e  t e c h n i q u e  t o  f i n d  i t .
1 1 1 . 1 2 . 3  Random S t a r t
One c o u l d  g e n e r a t e  random s t a r t i n g  p o i n t s  on t h e  
s p h e r i c a l  s u r f a c e .  T h i s  i s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  m os t  p r a c t i c a l
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way t o  h e l p  a s c e r t a i n  w h e t h e r  g l o b a l  o r  l o c a l  o p t i m a  have 
b e e n  a c h i e v e d ,  o t h e r  t h a n  by  p l o t t i n g  c o n t o u r s .  I n  th e  
s p e c i a l  c a s e  when e i t h e r  t h e  c e n t r o i d  o r  E u c l i d e a n  d i s t a n c e
3
s o l u t i o n  i n  E i s  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e ,  t h i s  p r o c e d u r e  
w ou ld  be an  a l t e r n a t i v e .
I I I . 1 2 . 4  Demand P o i n t s  and  t h e i r  A n t i p o d a l  P o i n t s
S t a r t i n g  t h e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  a t  a  demand p o i n t  
o r  i t s  a n t i p o d a l  p o i n t  c an  be  i n f o r m a t i v e .  S i n c e  a t  most  
o n l y  a  l o c a l  optimum c a n  be  e x p e c t e d  i n  a n  i t e r a t i v e  t e c h ­
n i q u e ,  a  number o f  d i f f e r e n t  s t a r t i n g  p o i n t s  w i l l  l i k e l y  
be  t r i e d .  Use o f  a demand p o i n t  w i l l  r e v e a l  q u i c k l y  whe­
t h e r  i t  i s  a l o c a l  optimum o r  n o t .  I f  i t  i s ,  f u t u r e  
s t a r t i n g  p o i n t s  s h o u l d  be  s e l e c t e d  a t  some d i s t a n c e  from 
i t  i n  o r d e r  t o  t r y  t o  a v o i d  c o n v e r g i n g  t o  i t  a g a i n .  The 
a n t i p o d a l  p o i n t  c e r t a i n l y  f i t s  t h i s  c r i t e r i o n .
I I I . 13 A v o id in g  L o c a l  Minima
I t  i s  w e l l  known t h a t  a g u a r a n t e e  o f  an  o b t a i n a b l e  
g l o b a l  optimum o c c u r s  o n l y  when t h e  s e a r c h  r e g i o n  i s  co n v ex  
an d  when t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  u n im o d a l  i n  t h e  a p p r o p r i ­
a t e  fo rm ,  i . e . ,  c o n v e x  f o r  a m i n i m i z a t i o n  p r o b le m .  In 
w o r k i n g  w i t h  a n o n - c o n v e x  programm ing  p r o b l e m ,  a s  i n  t h i s  
c a s e ,  one must  be  c o n c e r n e d  w i t h  m e thods  o f  a v o i d i n g  l o c a l  
o p t i m a .  R e k l a i t i s  a n d  P h i l l i p s  (1975)  s t a t e  t h a t  a l l  known 
t e c h n i q u e s  e x c e p t  t h o s e  em p lo y in g  s t a t i s t i c a l  s a m p l in g  
t e c h n i q u e s  w i l l  g e n e r a t e  o n l y  l o c a l  min im a .  They r e f e r e n c e
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work by Clough (1969)  and L i a u  (1973)  c o n c e r n i n g  t h e  s t a ­
t i s t i c a l  a p p r o a c h .
A s t a n d a r d  a p p r o a c h  when u s i n g  i t e r a t i v e  ( n u m e r i c a l )  
t e c h n i q u e s  i s  t o  a c c e p t  t h e  f a c t  t h a t  o n l y  l o c a l  minima 
can  be  o b t a i n e d  and s o l v e  t h e  p r o b le m  a number  o f  t i m e s  
u s i n g  random s t a r t i n g  p o i n t s .  One c o u l d  t h e n  s t a t e  w i t h  
some d e g r e e  o f  c o n f i d e n c e  t h a t  t h e  g l o b a l  optimum h a s  
b een  a c h i e v e d - - t h e  b e s t  s o l u t i o n  o b t a i n e d  t h u s  f a r .  How­
e v e r ,  t h e r e  i s  u s u a l l y  no way o f  knowing how many l o c a l  
minima e x i s t  and  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  a g l o b a l  opt imum l y i n g  
e l s e w h e r e  c a n n o t  b e  d i s r e g a r d e d .
I n t u i t i v e l y  i t  i s  s e e n  t h a t  many s t a r t i n g  p o i n t s  
w i l l  r e s u l t  i n  t h e  same l o c a l  optimum i f  t h e y  a r e  w i t h i n  
t h e  " h o l lo w "  o f  t h a t  l o c a l  minimum. R e c o g n i t i o n  o f  t h i s  
l e a d s  t o  a n o t h e r  c l a s s  o f  a p p r o a c h e s .  One c o u l d  u s e  a 
s o l u t i o n  f o r  one p r o b le m  and  employ v a r i o u s  t e c h n i q u e s  f o r  
" ju m p in g  o u t "  o f  t h e  r a n g e  o f  t h e  c u r r e n t  l o c a l  minimum. 
H esse  (1973) d e v e l o p e d  a h e u r i s t i c  p r o c e d u r e  w h ic h  f i t s  i n  
t h i s  c l a s s .  A p e n a l t y  f u n c t i o n  b a s e d  upon  a n  a d d e d  s p h e r i ­
c a l  c o n s t r a i n t  i s  u s e d  i n  o r d e r  t o  g e t  away f rom  a l o c a l  
minimum. I n  t h i s  way an a t t e m p t  i s  made t o  f i n d  b e t t e r  
l o c a l  o p t i m a .
A t h i r d  c l a s s  o f  m e th o d s  a t t e m p t s  t o  g a i n  i n f o r m a ­
t i o n  a b o u t  t h e  e n t i r e  s e a r c h  r e g i o n  ( i n  t h e  c a s e  a t  h a n d ,  
e i t h e r  t h e  s p h e r i c a l l y  co n v e x  h u l l  o r  t h e  e n t i r e  s p h e r e ) . 
A t t e n t i o n  w o u ld  g r a d u a l l y  b e  c o n c e n t r a t e d  upo n  s m a l l e r
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r e g i o n s  w h ich  a p p e a r ,  u n d e r  some c r i t e r i o n ,  t o  be l i k e l y  
t o  c o n t a i n  t h e  g l o b a l  optimum. An a p p r o a c h  u s i n g  n e t w o r k s  
t h a t  b e l o n g s  t o  t h i s  c l a s s  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  by Rob inson  
(1 9 7 2 ) .  Har tman (1973)  examined  s i x  v a r i a t i o n s  o f  t h e  
t h r e e  c l a s s e s ,  r e s t r i c t i n g  c o n s i d e r a t i o n  t o  t h e  " e s s e n t i a l l y  
u n c o n s t r a i n e d "  n o n l i n e a r  p rogramming p ro b le m :
min f ( x )  
s u b j e c t  t o  X c S Ç  
w here  t h e  b o u n d a r i e s  o f  S do n o t  d e t e r m i n e  t h e  s o l u t i o n .
The r e s t r i c t i o n  t o  i s  n o t  n e c e s s a r y ,  so  h i s  f i n d i n g s  
can  be a p p l i e d  t o  t h e  p ro b le m  a t  hand .
I n  g e n e r a l ,  Har tman fo u n d  t h a t  f o r  t h e  v a r i a t i o n s  
u s e d ,  t h e  f i r s t  two c l a s s e s  p e r f o r m e d  b e t t e r  t h a n  t h e  t h i r d .  
On d i f f i c u l t  p r o b l e m s ,  t h o u g h ,  ev en  t h e  b e s t  o f  t h e  m e thods  
w i l l  f r e q u e n t l y  f a i l  t o  l o c a t e  t h e  g l o b a l  optimum. H ar tm an  
a l s o  found  t h a t  t h e  b e s t  r e s u l t s  were  o b t a i n e d  by m e thods  
w h ic h  do t h e  l e a s t  random s e a r c h i n g .
The s u b j e c t  o f  a v o i d i n g  l o c a l  minim a i s  a f e r t i l e  
f i e l d  f o r  f u r t h e r  r e s e a r c h .  A p p ro a c h e s  f o r  a v o i d i n g  l o c a l  
minima can  b e  a d a p t e d  s u c c e s s f u l l y  to  c a p i t a l i z e  on f e a ­
t u r e s  o f  a p a r t i c u l a r  p r o b le m ,  and  can  e v e n  be i n c o r p o r a t e d  
w i t h i n  t h e  s e a r c h  p r o c e s s  i t s e l f .  One f e a t u r e  o f  t h e  c y c l i c  
s e a r c h  a l g o r i t h m  o f  S e c t i o n  I I I . 11 i s  i t s  a b i l i t y  t o  jump 
o u t  of  t h e  r a n g e  o f  a  l o c a l  minimum d u r i n g  a l i n e  
s e a r c h .  The s u c c e s s  o f  t h i s  " e s c a p e  mechanism" i s  a  f u n c t i o n  
o f  t h e  i n i t i a l  s t e p  s i z e  ( p a r a m e t e r  Al)  a n d  t h e  r e l a t i v e
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d e e p n e s s  o f  t h e  h o l l o w  c o n t a i n i n g  t h e  g l o b a l  optimum as  
compared  t o  t h o s e  c o n t a i n i n g  o t h e r  l o c a l  minima.
I l l .14  A p p l i c a t i o n  t o  M u l t i f a c i l i t y  L o c a t i o n - A l l o c a t i o n  
P ro b lem s
I I I . 1 4 .1  Model o f  P ro b lem
I n  t h i s  s e c t i o n  a s p e c i f i c  c l a s s  o f  l o c a t i o n  p r o b ­
lem,  t h e  l o c a t i o n - a l l o c a t i o n  p r o b le m ,  w i l l  be  c o n s i d e r e d .  
S u rv e y s  o f  work on t h i s  p r o b le m  h av e  b e e n  p r e s e n t e d  by  
S c o t t  (1970)  an d  Cooper  ( 1 9 6 4 ) ,  and an e x t e n s i v e  b i b l i o g r a p h y  
h a s  b e e n  a c c u m u l a t e d  by Lea ( 1 9 7 3 ) .  A g e n e r a l  o b j e c t i v e  i n  
t h i s  c l a s s  o f  p r o b l e m  i n v o l v e s  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  number  
o f  new s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s ,  t h e i r  l o c a t i o n ,  an d  optimum 
a l l o c a t i o n  o f  demand p o i n t s  t o  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s .  In  
t h i s  s e c t i o n ,  h o w e v e r ,  i t  w i l l  be assumed t h a t  t h e  number 
o f  new f a c i l i t i e s  t o  be  l o c a t e d  i s  known.
A m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h i s  l o c a t i o n - a l l o c a t i o n  
p rob lem  f o r  t h e  E u c l i d e a n  norm  i s  :
N M n 9,3'
M in im iz e  " ^ Z . . W . [ ( x . - a  ) + ( y . - b . )  ] ^  ( 3 . 1 4 . 1 )
i = l  j = i  J 1 J 1 J
N
S u b j e c t  t o  I Z . .  = 1 j  = 1 , . . . , M  
i = l
{0 , 1.1
w h e re :  = w e i g h t s  o f  demand f a c i l i t i e s
( a j , b j ) = Pj  a r e  demand p o i n t  l o c a t i o n s
M = number  o f  demand p o i n t s
N = number o f  f a c i l i t i e s  t o  be l o c a t e d
80
As e x h i b i t e d  by Cooper  (1967)  t h i s  p ro b le m  i n  t h e  
p l a n e  i s  n e i t h e r  convex  n o r  c o n c a v e ,  and i s  h e n c e  much more 
d i f f i c u l t  t o  s o l v e  t h a n  t h e  convex  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b l e m .
The m u l t i f a c i l i t y  l o c a t i o n - a l l o c a t i o n  p ro b le m  on t h e  s p h e r e  
i s  no l e s s  d i f f i c u l t .
Two a p p r o a c h e s  t o  t h e  p r o b le m  i n  t h e  p l a n e  a r e  
e v i d e n t ,  and  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  o v e r  t h e  y e a r s .  One i s  
v i a  c o m b i n a t o r i a l  p rog ram m ing ,  r e c o g n i z i n g  t h e  0 - 1  n a t u r e  
o f  t h e  v a r i a b l e s  Z ^ j . A m o d i f i c a t i o n  o f  t h i s  a p p r o a c h  t o  
s o l v e  t h e  c o u n t e r p a r t  m u l t i f a c i l i t y  p rob lem  on t h e  s p h e r e  
i s  t h e  i n t e n t  o f  t h i s  s e c t i o n .  The o t h e r  m a j o r  a p p r o a c h ,  
u s e d  by Cooper  (1967)  , i s  v i a  an e x t e n s i o n  o f  t h e  s i n g l e  
s o u r c e  a l g o r i t h m .  A l t h o u g h  s u c h  an  a p p r o a c h  can  o n l y  
o b t a i n  l o c a l  m in im a ,  i t  i s  v e r y  i n e x p e n s i v e  w i t h  r e g a r d  
t o  c o m p u te r  t i m e ,  an d  i s  t h e  o n ly  e f f i c i e n t  a p p r o a c h  when 
s o l v i n g  v e r y  l a r g e  p r o b l e m s .
M a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  s p h e r i c a l  m u l t i ­
f a c i l i t y  p r o b l e m  i s ,  o f  c o u r s e ,  s i m i l a r  t o  t h e  p l a n a r  
f o r m u l a t i o n ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  d i s t a n c e  
m e a su re  and  t h e  " s p h e r i c a l "  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t  w h i c h  
r e s t r i c t s  s o l u t i o n s  t o  t h e  s p h e r i c a l  s u r f a c e .
N M 1 2  3
M in im iz e  I Z Z. .W .  A r c c o s ( a . x . + b . x . + c . x . ) ( 3 . 1 4 . 2 )
i = l  j  = i  i J J  J i j i j i
N
Z Z . . = l  j  = 1  M
i = l
( x ^ ) ^  + (X?)^  + ( x j ) ^  = 1 i  = 1  N
Z^.  E  {0,1}
81
w h e re  ( a ^ , b ^ , C j ) = Pj  a r e  demand p o i n t s ,  and  a l l  o t h e r  
t e r m i n o l o g y  i s  a s  i n  t h e  p l a n a r  f o r m u l a t i o n  ( 3 . 1 4 . 1 ) .
I I I . 14 .2  A P l a n a r  A l g o r i t h m
Kuenne a n d  S o l a n d  (1 9 7 1 ,  1972) p r o v i d e  a t e c h n i q u e  
f o r  s o l v i n g  t h e  l o c a t i o n - a l l o c a t i o n  p r o b l e m  v i a  b r a n c h  and  
b ound .  A f u n d a m e n t a l  a s p e c t  o f  t h e  a l g o r i t h m  i s  s e q u e n t i a l  
s o l u t i o n  o f  a  number o f  s i n g l e  s o u r c e  p r o b l e m s ,  f o r  w h ic h  i t  
i s  p o s s i b l e  t o  f i n d  a g l o b a l  optimum i n  t h e  p l a n e .
One can  c o n s i d e r  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  a g r e a t  c i r c l e  
m e t r i c  s i n g l e  f a c i l i t y  a l g o r i t h m  i n  t h e  b r a n c h  and  bound  
a l g o r i t h m .  However,  s i n c e  o n l y  l o c a l  o p t i m a l i t y  i s  o b t a i n ­
a b l e  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  f o r  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b le m  
on t h e  s p h e r e ,  one can  e x p e c t  no b e t t e r  t h a n  a  l o c a l  minimum 
f o r  t h e  m u l t i f a c i l i t y  p ro b le m .  A l s o ,  a s  w i l l  be  s e e n ,  t h e  
lo w e r  bound c a l c u l a t e d  i n  t h e  b r a n c h  and bound  a l g o r i t h m  
may n o t  b e  a n  a c t u a l  lo w e r  bound .  M o d i f i c a t i o n s  can be 
made,  t h o u g h ,  t o  p a r t i a l l y  r e s o l v e  t h e s e  d i f f i c u l t i e s .
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  Kuenne and  S o l a n d  
r e c o g n i z e d  t h e  p o s s i b l e  im p ac t  o f  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e s  
and d e v i s e d  an a p p r o x i m a t i o n  t e c h n i q u e  f o r  p ro b le m s  
c o v e r i n g  l a r g e  r e g i o n s  o f  t h e  e a r t h .  I t  i s  b a s e d  upon  a 
M e r c a t o r  p r o j e c t i o n ,  w here  d i s t a n c e s  a r e  computed  as rhumb- 
l i n e  map d i s t a n c e s  and  t h e n  c o n v e r t e d  v i a  an a p p r o x i m a t i o n  
t o  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e  (by m u l t i p l y i n g  t h e  d i s t a n c e s  by 
t h e  c o s i n e s  o f  t h e  m i d p o i n t s  o f  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  
l a t i t u d e s ) . Kuenne a n d  S o la n d  h o l d  t h a t  t h e  a p p r o x i m a t i o n
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w i l l  w ork  w e l l  f o r  m os t  p u r p o s e s .  The l a r g e  p rob lem  
s o l v e d  b y  Kuenne and  S o la n d  c o v e r e d  t h e  c o n t i g u o u s  U n i t e d  
S t a t e s ,  f o r  w h ic h  a s t a n d a r d  M e r c a t o r  p r o j e c t i o n  i s  s u i t a b l e .  
However,  s u c h  a p r o j e c t i o n  w i l l  f a i l  d r a m a t i c a l l y  i f  demand 
p o i n t s  a r e  n e a r  t h e  p o l a r  r e g i o n s  o r  i n  r e g i o n s  l a r g e r  
t h a n  a h e m i s p h e r e .
I I I . 1 4 . 3  M o d i f i c a t i o n s  f o r  S p h e r i c a l  P rob lem
I n h e r e n t  i n  Kuenne a n d  S o l a n d ' s  a l g o r i t h m  i s  a 
p r e s u m p t i o n  t h a t  g l o b a l  o p t i m a l i t y  c a n  b e  g u a r a n t e e d  f o r  
t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b le m .  S i n g l e  f a c i l i t y  s u b -p ro b le m s  
a r e  s o l v e d  and  t h e  r e s u l t s  a r e  u s e d  i n  d e v e lo p m en t  o f  
lo w e r  b o u n d s ,  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  a n d  b r a n c h i n g  p o i n t s  a t  
e a c h  i t e r a t i o n .  N o t i n g  t h a t  t h e  c o n t i g u o u s  U n i t e d  S t a t e s  
can  be l o c a t e d  w i t h i n  a  d i s k  o f  d i a m e t e r  ttR / 2,  w here  
R i s  t h e  e a r t h ' s  r a d i u s ,  one  c a n  b e  c o n f i d e n t  o f  o b t a i n i n g  
a g l o b a l  op timum (upon a c c e p t i n g  t h e  v a l i d i t y  o f  C o n j e c t u r e  
3 . 7 . 1 ) .  I t  i s  e v i d e n t  t h a t  Kuenne a n d  S o l a n d  i m p l i c i t l y  
assum ed  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  c o n j e c t u r e .
U n f o r t u n a t e l y ,  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  g l o b a l  o p t i m a l i t y  
c a n n o t  b e  g u a r a n t e e d  f o r  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  p ro b le m .  T h i s  
l e a d s  t o  d i f f i c u l t i e s  i n  d e t e r m i n i n g  a l o w e r  bound f o r  t h e  
b r a n c h  a n d  bound  a l g o r i t h m .  As u s e d  by Kuenne and S o la n d ,  
t h e s e  b o u n d s  c o n s i s t  o f  t h e  sum o f :
1.  c o s t  c o n t r i b u t i o n s  a r i s i n g  f rom  o p t i m a l l y  
l o c a t i n g  r  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  t o  w h ic h  more t h a n  two 
demand p o i n t s  h av e  b e e n  a s s i g n e d ,  an d
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2.  u n d e r e s t i m a t e s  o f  c o s t s  a s s o c i a t e d  w i t h  
o p t i m a l l y  l o c a t i n g  a l l  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  t o  s e r v i c e  a l l  
u n a s s i g n e d  demand p o i n t s  i n  a d d i t i o n  t o  a l l  demand p o i n t s  
w h ich  h a d  f a c i l i t i e s  s e r v i c i n g  o n l y  them.
The u n d e r e s t i m a t e s  o f  (2 )  p r e s e n t  no p r o b le m  s i n c e  
t h e y  a r e  b a s e d  upo n  i n t e r - d e m a n d  p o i n t  d i s t a n c e s .  No 
o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m  i s  i n v o l v e d .  However,  s i n c e  o n l y  a  
l o c a l  minimum c a n  b e  g u a r a n t e e d  i n  g e n e r a l  f o r  t h e  l o c a t i o n  
o f  each  o f  t h e  r  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  i n  ( 1 ) ,  t h e r e  i s  no  
way t o  d i s c e r n  w h e t h e r  t h e  sum o f  d i f f e r e n t i a l  c o s t s  b e t w e e n  
t h e  r  g l o b a l  an d  l o c a l  s o l u t i o n s  e x c e e d s  t h e  d i f f e r e n t i a l  
amount b e tw e e n  t h e  a c t u a l  c o s t s  o f  (2)  and  t h e  c a l c u l a t e d  
u n d e r e s t i m a t e  o f  ( 2 ) .  I f  i t  does  ex c e e d  t h e  d i f f e r e n t i a l  
am ount,  t h e  c a l c u l a t e d  lo w e r  bound  would  n o t  be  an a c t u a l  
low er  b o u n d .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  c o s t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
l o c a l  s o l u t i o n s  may b e  so  " b a d "  a s  t o  overcome t h e  u n d e r ­
e s t i m a t e d  c o s t s  o f  ( 2 ) .
C o n s i d e r i n g  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t h e n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  
t o  modi fy  t h e  Kuenne an d  S o l a n d  a l g o r i t h m  i n  o r d e r  t o  make 
i t  a d a p t a b l e  t o  t h e  s p h e r e  p r o b le m .  I t  i s  i m p o r t a n t  t o  
p o i n t  o u t ,  h o w e v e r ,  t h a t  v a l i d i t y  o f  C o n j e c t u r e  3 . 7 . 1  
w i l l  p e r m i t  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  b r a n c h  a n d  bound  
a l g o r i t h m  ( w i t h  t h e  s p h e r i c a l  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  
a l g o r i t h m  a s  a s u b r o u t i n e )  when a l l  demand p o i n t s  c a n  b e  
c o n t a i n e d  w i t h i n  a  d i s k  o f  d i a m e t e r  <  ttR/2 o f  t h e i r  
s e r v i c i n g  f a c i l i t y .
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The p r o c e d u r a l  s t e p s  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  r e q u i r e d  
a t  eac h  i t e r a t i o n  f o l l o w ;
F o r  e a c h  t e n t a t i v e l y  l o c a t e d  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  K, 
ch e c k  t o  s e e  i f  a l l  p o i n t s  a l l o c a t e d  t o  K a r e  c o n t a i n e d  
w i t h i n  a d i s k  o f  d i a m e t e r  _< ttR / 2 ( t h i s  d e t e r m i n a t i o n  o f  
t h e  c o v e r i n g  c i r c l e  s i z e  i s  a c c o m p l i s h e d  v i a  t h e  p r o ­
c e d u r e s  i n  C h a p t e r  IV ) .  I f  s o ,  s o l v e  f o r  t h e  g l o b a l  
optimum a n d  u s e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  f o r  t h e  
lo w e r  bound  c o n t r i b u t i o n .  I f  n o t ,  t h e n  :
a .  s o l v e  f o r  t h e  l o c a l  optimum a n d  u s e  t h e  s o l u t i o n  
p o i n t  a s  an i n p u t  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  b r a n c h i n g  p o i n t  and 
f e a s i b l e  s o l u t i o n .
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b .  s o l v e  t h e  u n c o n s t r a i n e d  p r o b l e m  i n  E f o r  t h e  
E u c l i d e a n  norm. Use t h e  r e s u l t i n g  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
c o s t  f o r  a l o w e r  bound c o n t r i b u t i o n  ( s e e  S e c t i o n  I I I . 9 ) .  
As i s  e v i d e n t ,  t h e  lo w e r  bounds  w i l l  n o t  b e  as  t i g h t  as  
i n  t h e  b a s i c  a l g o r i t h m ,  so  f a t h o m i n g  w i l l  n o t  g e n e r a l l y  
o c c u r  a s  e a r l y .
N o te  t h a t  o n c e  a node  i s  r e a c h e d  w h e re  i t  c a n n o t  
b e  c o n c l u d e d  t h a t  a  g l o b a l  op timum i s  f o u n d ,  no  f u r t h e r -  
p a r t i t i o n i n g  from t h a t  node w i l l  e v e r  r e s u l t  i n  a g l o b a l  
optimum. T h i s  i s  b e c a u s e  e a c h  b r a n c h  a s s i g n s  more demand 
p o i n t s  t o  a s e r v i c i n g  f a c i l i t y ,  n o t  l e s s .  Hence ,  t h e  d i s k ,  
o r  c o v e r i n g  c i r c l e ,  c a n  o n l y  i n c r e a s e  i n  s i z e .
The a d v a n t a g e  o f  t h e  p r e c e d i n g  a p p r o a c h  i s  t h a t  a 
v e r y  good l o c a l  minimum w i l l  e v e n t u a l l y  r e s u l t  b e c a u s e  o f
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t h e  i m p l i c i t  e x a m i n a t i o n  o f  a l l  p o s s i b l e  demand p o i n t -  
s e r v i c i n g  f a c i l i t y  a l l o c a t i o n s .
Even t h o u g h  i n c o r p o r a t i o n  o f  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  
a l g o r i t h m  f o r  t h e  s p h e r e  a s  a b a s i s  f o r  t h e  Kuenne and 
S o l a n d  b r a n c h  and  b ound  a p p r o a c h  r e q u i r e s  w e a k e n i n g  o f  t h e  
l o w e r  b o u n d s ,  i t  i s  much b e t t e r  t h a n  t h e  M e r c a t o r  a p p r o x i ­
m a t i o n  f o r  a  p r o b le m  c o v e r i n g  a r e g i o n  as  l a r g e  a s  t h e  
E u r a s i a n - A f r i c a n  l a n d  m a s s .  As a l r e a d y  m e n t i o n e d ,  d i s t a n c e s  
b e t w e e n  e x t r e m e  demand p o i n t s  w o u ld  b e  d i s t o r t e d  s i g n i f i c a n t l y  
i n  a  M e r c a t o r  P r o j e c t i o n  u s i n g  rhumb l i n e s  a s  an  a p p r o x i ­
m a t i o n  t o  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e s .  The s i n g l e  s o u r c e  
a l g o r i t h m s  w h ic h  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  a r e  n o t  a f f e c t e d  by 
t h e  s i z e  o f  t h e  r e g i o n  i n  d e t e r m i n a t i o n  o f  i n t e r - d e m a n d  
p o i n t  d i s t a n c e s ,  n o r  a r e  t h e y  a f f e c t e d  by  t h e  r e g i o n ' s  
l o c a t i o n  on t h e  s p h e r e .
I I I . 1 4 . 4  A n o t h e r  A pproach
As w i t h  any  b r a n c h  and  bound  a l g o r i t h m ,  l a r g e  
s c a l e  p ro b le m s  a r e  g e n e r a l l y  n o t  a b l e  t o  be  e f f i c i e n t l y  
s o l v e d .  An i n c r e a s e  i n  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  (N) a l o n g  
w i t h  a c o r r e s p o n d i n g  i n c r e a s e  i n  demand p o i n t s  (M) 
w o u ld  i n c r e a s e  t h e  d i f f i c u l t y  l e v e l  s i g n i f i c a n t l y  ( s e e  
F r a n c i s  and  W h i te  1 9 7 4 ) .  So,  a l t h o u g h  a l a r g e r  number 
o f  s o u r c e s  w i l l  i n c r e a s e  t h e  l i k e l i h o o d  o f  o b t a i n i n g  a 
f i n a l  s o l u t i o n  w h i c h  c a n  be  a s s e r t e d  t o  be  g l o b a l l y  o p t i m a l ,  
i t  i s  l i k e l y  t h e  p r o b l e m  w i l l  be  o f  s u c h  a l a r g e  s c a l e  
a s  t o  b e  e s s e n t i a l l y  u n s o l v a b l e  by  b r a n c h  a n d  bound .
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R e c o g n i z i n g  t h e  d i f f i c u l t y  o f  h a n d l i n g  s u c h  l a r g e  
s c a l e  p r o b l e m s .  Cooper  h a s  o v e r  t h e  y e a r s  d e v e l o p e d  a number 
o f  h e u r i s t i c s  f o r  t h e  E u c l i d e a n  norm p r o b l e m  i n  o r d e r  t o  
g e t  a l o c a l  minimum. Kuenne and  S o l a n d  ( 1 9 7 1 ,  1972) 
coded  one a n d  fo u n d  i t  e x t r e m e l y  e f f i c i e n t .  A l a r g e  number 
o f  l o c a l  min im a can  b e  g e n e r a t e d  r a t h e r  i n e x p e n s i v e l y .
S i n c e  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  a l g o r i t h m  f o r  t h e  s p h e r i c a l  
c a s e  c a n  o n l y  g u a r a n t e e  a  l o c a l  minimum i n  g e n e r a l ,  i t  
w ould  seem p r a c t i c a l  t o  u s e  t h e  h e u r i s t i c  f o r  t h e  s p h e r e  
p ro b le m .
The b a s i c  s t e p s  o f  t h e  C oope r  h e u r i s t i c  u s e d  by 
Kuenne an d  S o l a n d  a r e  :
1. S e l e c t  N i n i t i a l  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  l o c a t i o n s .
2 .  A s s i g n  t h e  M demand p o i n t s  t o  t h e  c l o s e s t
s o u r c e .
3. S o lv e  N s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p ro b le m s  
( r e s u l t s  i n  a  g l o b a l  minimum on t h e  p l a n e  f o r  e a c h  s u b - 
p r o b l e m ; b u t  a  l o c a l  o r  g l o b a l  minimum on t h e  s p h e r e  
d e p e n d i n g  on w h e t h e r  t h e  N s u b s e t s  a r e  e a c h  c o n t a i n e d  i n  a 
d i s k  o f  d i a m e t e r  ^ R / 2 ) .
4 .  Go t o  s t e p  2 .
The i t e r a t i v e  p r o c e s s  c o n t i n u e s  u n t i l  some c o n v e r g e n c e  
c r i t e r i o n  i s  a c h i e v e d .
F o r  p r a c t i c a l  p r o b l e m s , e x a m i n a t i o n  o f  a  l a r g e  
number  o f  l o c a l  minim a may s u f f i c e .  C o o p e r  (1963)  f o u n d ,  
a s  d i d  Kuenne and S o l a n d ,  t h a t  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s
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f a i r l y  f l a t  a n d  h e n c e  n o t  v e r y  s e n s i t i v e  t o  c h a n g e s  i n  
l o c a t i o n  a r o u n d  t h e  g l o b a l  optimum. T h i s  p r o p e r t y  w ou ld  
a p p e a r  t o  c a r r y  f o r w a r d  t o  t h e  s p h e r e .  I n  f a c t ,  one c o u l d  
r e a s o n a b l y  e x p e c t  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  t o  be f l a t t e r  on 
t h e  s p h e r e .  On t h e  s p h e r e  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b l e m  c a n  
e v en  have  a c o n s t a n t  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  f o r  a l l  
p o i n t s  i n  t h e  dom a in .  T h i s  o c c u r s  when s i x  e q u a l l y  
w e i g h t e d  p o i n t s  a r e  p l a c e d  a t  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h r e e  
o r t h o g o n a l  g r e a t  c i r c l e s .  A l s o ,  t h e  u p p e r  bound  o f  frR on 
d i s t a n c e s  b e t w e e n  p o i n t s  l i m i t s  t h e  t o t a l  c o s t  a t  any 
l o c a t i o n .  T h i s  i s  n o t  so  f o r  t h e  p l a n a r  p r o b l e m  s i n c e  t h e  
c o s t  can  i n c r e a s e  w i t h o u t  bound by  s e l e c t i n g  p r o g r e s s i v e l y  
" w o rse"  l o c a t i o n s  f o r  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y .
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  u s e  o f  t h e  h e u r i s t i c  
can  a l s o  h e l p  i n  t h e  b r a n c h  and  bound  a p p r o a c h  by  c h e a p l y  
g e n e r a t i n g  a  good i n i t i a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n  a n d  l o w e r  bound .
I I I . 14 .5  The D i s c r e t e  M u l t i f a c i l i t y  P rob lem
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  l o c a t i o n -  
a l l o c a t i o n  p r o b l e m  g i v e n  by  ( 3 . 1 4 . 1 ) ,  o t h e r  f o r m u l a t i o n s  h av e  
b e e n  s t u d i e d .  One v a r i a t i o n  i n v o l v e s  a d i s c r e t e  s o l u t i o n  
s p a c e  a n d  i s  known a s  t h e  p l a n t  o r  w a r e h o u s e  l o c a t i o n  
p ro b le m .  A t r e a t m e n t  o f  t h i s  p r o b l e m  i s  g i v e n  by  F r a n c i s  
and  W h i te  ( 1 9 7 4 ) .  I t  h a s  b e e n  s t u d i e d  by R e V e l l e  and  
Swain ( 1 9 7 0 ) ,  C u r r y  a n d  S k e i t h  ( 1 9 6 9 ) ,  an d  Shannon  and  
I g n i z i o  ( 1 9 7 0 ) .
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I t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  n o t e  t h a t  a  d i s c r e t e  l o c a t i o n /  
c o v e r i n g  p ro b le m  t h a t  c l o s e l y  p a r a l l e l s  t h e  o b j e c t i v e  o f
t h e  f o r e g o i n g  c a n  e a s i l y  be  h a n d l e d  f o r  t h e  s p h e r i c a l
c a s e  by  u s i n g  e x i s t i n g  a l g o r i t h m s .
An e f f i c i e n t  h e u r i s t i c  due t o  Shannon and  I g n i z i o  
(1970)  w i l l  p r o v i d e  " good"  s o l u t i o n s  f o r  t h e  p r o b le m  on 
t h e  s p h e r e .  The f u n d a m e n t a l  d a t a  b a s e  f o r  t h e  a l g o r i t h m  
i s  a f i x e d  m a t r i x  o f  d i s t a n c e s / c o s t s  d e r i v e d  from
i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  d i s c r e t e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  l o c a t i o n s  
Xj and  demand p o i n t s  P^ .  The m a t r i x ,  o f  c o u r s e ,  w o u ld  
i n c o r p o r a t e  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e s ,  t h e r e b y  making  i t
a p p l i c a b l e  t o  t h e  s p h e r e  p ro b le m .
L e t t i n g  W^^pCX^,P^) = a ^ ^ , t h e  o b j e c t i v e  i s :
M
M in im ize  Z = Z min  a . .
j e e ( X ) ^
w h e re :  6 (X) = {j  | Xj = l}#(f)
M
I X. < K
j = i  :  -
Xjt{o,i} y  j
W j i s  t h e  w e i g h t  b e t w e e n  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  Xj 
an d  demand p o i n t  P^
I I I . 15 Summary
I n  t h i s  c h a p t e r  two new h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  h a v e  
b een  p r e s e n t e d  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  m in is u m  
l o c a t i o n  p r o b l e m  on t h e  s p h e r e .  I n  a d d i t i o n ,  s e v e r a l  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  m in is u m  s p h e r e  p r o b l e m  w e r e  d i s c u s s e d ,
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and  e x t e n s i o n  o f  some p l a n a r  r e s u l t s  t o  t h e  s p h e r e  w ere  
p r e s e n t e d .  I t  was shown t h a t  t h e  s e a r c h  f o r  a  g l o b a l  
optimum may be  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s p h e r i c a l l y  c onvex  h u l l  
o f  t h e  demand p o i n t s .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  t e c h ­
n i q u e s  t o  s o l u t i o n  o f  a s p e c i a l  c l a s s  o f  m u l t i f a c i l i t y  
p ro b le m s  was d i s c u s s e d .
CHAPTER IV
MINIMAX SINGLE FACILITY LOCATION PROBLEMS
I V . 1 I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  c h a p t e r  m i n i m i z a t i o n  o f  t h e  maximum d i s ­
t a n c e  f o r  a  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p r o b l e m  on a s p h e r e  
i n  t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  i s  a d d r e s s e d .  T h i s  i s  a  n a t u r a l  
e x t e n s i o n  o f  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  m in i s u m  p ro b le m  d i s c u s s e d  
i n  C h a p t e r  I I I  a n d  o f t e n  i s  c o n s i d e r e d  t o  be a more r e a l i s ­
t i c  o b j e c t i v e .  Only  t h e  c a s e  w h e re  a l l  demand p o i n t  
w e i g h t s  a r e  e q u a l  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .  Two s i m i l a r  g e o ­
m e t r i c  a p p r o a c h e s  t o  t h e  m in im ax  p r o b l e m  a r e  p r e s e n t e d ,  as  
a r e  a  number o f  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o b l e m .
As s t a t e d  i n  C h a p t e r  I ,  i n  a n  norm t h e  p r o b l e m  
c a n  b e  f o r m u l a t e d  as  :
M in im iz e  Z ( 4 . 1 . 1 )
X
S u b j e c t  t o  |X - P ^ i ^  <_ Z
P
i = l , . . . M
w h e r e :  X i s  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y ,
P^ i s  a  demand p o i n t  l o c a t i o n ,  i  = 1  M, and
Z i s  ( g e o m e t r i c a l l y )  t h e  r a d i u s  o f  t h e  minimum 
c o v e r i n g  c i r c l e  o r  s p h e r e .
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As o b s e r v e d  by  E l z i n g a  and  H e a m  (1972b) t h e  
E u c l i d e a n  norm (Kg) p r o b le m  can  be  s o l v e d  by convex  p r o g r a m ­
ming t e c h n i q u e s  f o r  a  u n i q u e  g l o b a l  optimum. I n  s i m p l e s t  
fo rm ,  t h e  o b j e c t i v e  i s  t o  f i n d  t h e  s m a l l e s t  c i r c l e  w h i c h  
c o v e r s  a  f i n i t e  s e t  o f  p o i n t s  i n  t h e  p l a n e .  C a p i t a l i z i n g  
on i t s  s t r u c t u r e ,  a n  e f f i c i e n t  g e o m e t r i c a l  t e c h n i q u e  can  
a l s o  be u s e d  t o  s o l v e  t h i s  p ro b le m .
I V . 2 P ro b le m  F o r m u l a t i o n
On t h e  u n i t  s p h e r e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i s  
s i m i l a r ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  t h a t  t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  
i s  u s e d ,  and a s p h e r i c a l  c o n s t r a i n t  i s  added .  G iv e n  a  
f i n i t e  number o f  p o i n t s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e ,  i t  
i s  d e s i r e d  t o  l o c a t e  a s e r v i c i n g  f a c i l i t y  on  t h e  s p h e r e ’ s 
s u r f a c e  s o  t h a t  t h e  maximum d i s t a n c e  b e t w e e n  t h i s  p o i n t  
a n d  t h e  g i v e n  p o i n t s  i s  m i n i m i z e d .  T h a t  i s ;
M in im iz e  Z ( 4 . 2 . 1 )
S u b j e c t  t o  A r c c o s  (a^^x^^+b^^x^+c^Xg) £  Z i = l , . . . , M  
9 7 y
X i  +  X z  +  X 3  =  1
w h e re :  ( a ^ , b ^ , c ^ )  i s  a  demand p o i n t ,  i  = 1  M
( x ^ , X 2 . x ^ )  i s  a s e r v i c i n g  f a c i l i t y  l o c a t i o n ,  a n d  
Z i s  ( g e o m e t r i c a l l y )  t h e  r a d i u s  o f  t h e  minimum 
c o v e r i n g  s p h e r i c a l  c a p .
The f i r s t  c o n s t r a i n t  r e p r e s e n t s  t h e  d i s t a n c e  m e t r i c  an d  t h e  
s e c o n d  c o n s t r a i n t  f o r c e s  t h e  s o l u t i o n  t o  b e  on t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  s p h e r e .  The s e c o n d  c o n s t r a i n t  u n f o r t u n a t e l y  c r e a t e s
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a n o n - c o n v e x  progrannning  p r o b le m ,  a s  w i l l  be  s e e n  i n  
S e c t i o n  I V . 3 . 1 .
I t  i s  e a s y  t o  i m p l i c i t l y  e l i m i n a t e  t h e  l a s t  c o n ­
s t r a i n t  b y  u s i n g  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  and  f o r m u l a t e  t h e
2
p r o b l e m  i n  s p h e r i c a l  s p a c e  S :
M in im iz e  Z ( 4 . 2 . 2 )
S u b j e c t  t o  A rc c o s  (a^s in^cosX +b^s inos inX +c^cos t} ) )
< Z i  = 1  M
0 ^  £  TT
- I T  < X _< 7T
where (sin<})COsX .sincfsinX, cos$>) is the location of the 
servicing facility and (a^.b^.c^) and Z are as before.
R e c o g n i z i n g  t h e  one to  one c o r r e s p o n d e n c e  be tw e e n  
c h o r d  an d  a r c  l e n g t h s  o f  l e n g t h  < t: t h e  p r o b l e m  may a l s o
3
b e  f o r m u l a t e d  a s  one i n  E u c l i d e a n  E s p a c e  by  a d d i n g  t h e  
c o n s t r a i n t  w h i c h  f o r c e s  t h e  s o l u t i o n  t o  be  on t h e  s p h e r e .  
T h a t  i s ,  t h e  o b j e c t i v e  i s  t o  e q u i v a l e n t l y  m i n im i z e  t h e  m a x i ­
mum c h o r d  l e n g t h  ( E u c l i d e a n  norm) r a t h e r  t h a n  m i n im i z e  t h e  
maximum a r c  l e n g t h  ( g r e a t  c i r c l e  m e t r i c ) . I t  w o u ld  b e  
f o r m u l a t e d  a s  ;
M in im iz e  Z ( 4 . 2 . 3 )
S u b j e c t  t o  [ ( x ^ a ^ ) ^ + ( x ^ - b ^ ) ^ + ( x ^ - c ^ ) ^ ] ' ^  £  Z 
7 7 7
X i  +  X 2 +  X g  = 1
w h e r e :  ( a ^ , b ^ , c ^ )  i s  a  demand p o i n t ,  i  = 1 , . . . , M
( x ^ . X g . x ^ )  i s  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  i n  E u c l i d e a n  
t h r e e  s p a c e , an d
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Z i s  ( g e o m e t r i c a l l y )  t h e  r a d i u s  o f  a s p h e r e  w i t h  
c e n t e r  a t  ( x ^ ,% 2 , x^)
I V . 3 F undam en ta l  P r o p e r t i e s
I V . 3 . 1  N o n - c o n v e x i t y
On the  p l a n e ,  t h e  optimum p o i n t  f o r  t h e  min im ax  
p r o b l e m  e x i s t s  and i s  u n i q u e . T h i s  i s  i n t u i t i v e l y  o b v i o u s  
and  i s  shown t o  be t r u e  by B l u m e n t h a l  and W ahl in  ( 1 9 4 1 ) ,  
among o t h e r s .  On t h e  s u r f a c e  o f  a  s p h e r e ,  h o w e v e r ,  t h i s  
u n i q u e n e s s  c a n n o t  b e  g u a r a n t e e d  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e .
As o b s e r v e d  i n  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b le m ,  p r e s e n c e  
o f  t h e  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t  r e s u l t s  i n  a n o n - c o n v e x  p r o g r a m ­
ming p ro b le m .  T h i s  i s  m o s t  v i v i d l y  d e m o n s t r a t e d  by  e x a m p l e . 
F i g u r e  4 . 1  d e p i c t s  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  p l o t t e d  a s  a  
f u n c t i o n  o f  c o l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e  f o r  t h e  f o u r  p o i n t  
p r o b l e m  u s i n g  d a t a  s e t  D5 o f  A p p e n d ix  B. Even w i t h  t h e  
s m a l l  number o f  p o i n t s ,  t h e  s u r f a c e  i s  f u l l  o f  w e l l - d e f i n e d  
r i d g e s  and  v a l l e y s ,  a s  w e l l  a s  l o c a l  o p t i m a .  As w i l l  be  
p o i n t e d  o u t ,  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  demand p o i n t s  on  t h e  s p h e r e  
r e l a t i v e  t o  one a n o t h e r  i s  a l l - i m p o r t a n t  i n  d e t e r m i n i n g  
how e a s y  i t  w i l l  b e  t o  o b t a i n  an  o p t i m a l  s o l u t i o n .  I t  i s  
i n t u i t i v e  t h a t  t h e s e  f o u r  p o i n t s  fo rm  a g l o b a l  s u b s e t  an d  
a r e  n o t  c o n t a i n a b l e  i n  a h e m i s p h e r e  ( t h i s  c an  b e  v e r i f i e d  
b y  t e c h n i q u e s  due t o  B lu m e n t h a l  ( 1 9 5 6 ) ) .  S o l u t i o n  o f  
p r o b le m s  h a v i n g  demand p o i n t s  w h ic h  form g l o b a l  s u b s e t s  
c a n n o t  b e  h a n d l e d  by  t h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t h i s
South Pole (P^)
2 0 ^  a
North Pole (P^)
60°  Longitude 120
?: antipodal to Pĵ
F i g u r e  4 . 1 .  l l l n lm a x  f u n c t i o n  p l o t .  D a ta  S e t  05 ,  Append ix  B.
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c h a p t e r ,  and  h e n c e  r e m a i n  e s s e n t i a l l y  u n s o l v e d .
G l o b a l  s u b s e t s  can  g i v e  r i s e  t o  a l t e r n a t e  o p t i m a - -  
w h ich  c a n n o t  o c c u r  on t h e  p l a n e  due t o  t h e  c o n v e x i t y  o f  
t h e  p r o b le m  i n  E u c l i d e a n  s p a c e .  P e r h a p s  t h e  s i m p l e s t  
exam ple  i s  t h e  c a s e  when s i x  demand p o i n t s  a r e  l o c a t e d  a t  
t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h r e e  o r t h o g o n a l  g r e a t  c i r c l e s .  I n  such  
a c a s e  t h e r e  a r e  e i g h t  a l t e r n a t e  o p t i m a ,  one i n  e a c h  o f  t h e  
o c t a n t s  o f  t h e  s p h e r e  fo rm ed  by  t h e  i n t e r s e c t i n g  g r e a t  
c i r c l e s  ( s e e  F i g u r e  4 . 2 ) .
*  = v i s i b l e  a l t e r n a t e  
o p t i m a ,  w i t h  f o u r  
o t h e r s  on o p p o s i t e  
h e m i s p h e r e .
F i g u r e  4 . 2 .  A s p e c i a l  c a s e .
A s p e c i a l  c a s e  a l s o  a r i s e s  when t h e  s e t  o f  demand 
p o i n t s  i n c l u d e s  two a n t i p o d a l  p o i n t s  and t h e  s e t  i s  n o t  
g l o b a l .  I n  s u c h  a  c a s e  t h e r e  a r e  an  i n f i n i t e  num b e r  o f  
a l t e r n a t i v e  o p t i m a .  They c o n s i s t  o f  p o i n t s  on t h e  g r e a t  
c i r c l e  w h ic h  fo rm s  t h e  e q u a t o r  when t h e  a n t i p o d a l  p o i n t s  
a r e  t h e  p o l e s .  The  m in im ax  d i s t a n c e  i s ,  o f  c o u r s e ,  
t t / 2 .
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I V . 3 . 2  C om pa r i son  w i t h  Minimax P rob lem
The n - d i m e n s i o n a l  minimum c o v e r i n g  s p h e r e  p r o b l e m  
has  b e e n  i n v e s t i g a t e d  by  E l z i n g a  an d  H earn  ( 1 9 7 2 b ) . A t  
f i r s t  g l a n c e ,  i t  m i g h t  a p p e a r  t h a t  a  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m
3
i n  E c a n  be  m o d i f i e d  t o  s o l v e  t h e  p r o b le m  on t h e  s p h e r e  
u s i n g  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  ( 4 . 2 . 3 ) .  T h i s  i s  so when a l l  
demand p o i n t s  a r e  l o c a t e d  w i t h i n  a h e m i s p h e r e ,  a s  w i l l  be  
s e e n ,  b u t  i t  c a n n o t  be u s e d  when t h e  demand p o i n t s  fo rm a  
g l o b a l  s u b s e t .  F o r  exam ple ,  c o n s i d e r  a g a i n  t h e  s i x  p o i n t s  
l o c a t e d  on t h e  u n i t  s p h e r e  S a t  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h r e e  
o r t h o g o n a l  g r e a t  c i r c l e s . The minimum c o v e r i n g  s p h e r e  
(MGS) i s  t h e  s p h e r e  S i t s e l f .  However,  t h e  c o v e r i n g  s p h e r e  
d e t e r m i n e d  by  an  o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  min im ax  p r o b l e m  on 
t h e  s p h e r e ' s  s u r f a c e  i s  much l a r g e r  ( s e e  F i g u r e  4 . 3 ) .
O p t im a l  
( h id d e n  
from view)
S = MGS
^  i n t i m a
MGS 
f o r  s p h e r e  
p ro b le m
pro b le m .
F i g u r e  4 . 3 .  Minimum c o v e r i n g  s p h e r e  f o r  s p h e r e
I t  i s  c l e a r  t h a t  f o r  t h e  p ro b le m  on t h e  s p h e r e ' s  
s u r f a c e ,  t h e r e  i s  an  u p p e r  bound  f o r  t h e  s o l u t i o n ,  w h e r e a s
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t h e r e  i s  n one  on  t h e  p l a n e .  T h is  bound  o c c u r s  o n ly  when 
a l l  p o i n t s  on t h e  s p h e r e  a r e  demand p o i n t s .  Then any  p o i n t  
on t h e  s p h e r e  i s  o p t i m a l ,  an d  th e  m inim ax d i s t a n c e  i s  ti .
In  t h e  p ro b le m  b e i n g  c o n s i d e r e d  t h e r e  a r e  a  f i n i t e  number
o f  d e s t i n a t i o n s  so t h e  u p p e r  bound w i l l  n e v e r  be  r e a c h e d .
A l th o u g h  on th e  p l a n e  two p o i n t s  d e t e r m in e  a  u n iq u e
c i r c l e  f o r  w h ic h  t h e y  a r e  en d s  o f  a d i a m e t e r ,  on a  s p h e r e ' s
s u r f a c e  th e  p o i n t s  can  d e t e r m in e  a  g r e a t  c i r c l e ,  a  d i s k ,  and 
a  s p h e r i c a l  c i r c l e  w hose r a d i u s  i s  g r e a t e r  th a n  n / 2 .  As 
w i l l  be  s e e n ,  when w o rk in g  w i t h  g l o b a l  s u b s e t s  t h e s e  l a t ­
t e r  c i r c l e s  a r e  t h e  o n es  o f  i n t e r e s t .
IV .4 D i f f i c u l t i e s  w i t h  G lo b a l  S u b s e t s
I f  t h e  demand p o i n t s  c a n n o t  b e  c o n t a i n e d  i n  a  
h e m is p h e r e ,  t h e n  c e r t a i n l y  t h e  m inim ax d i s t a n c e  i s  g r e a t e r  
th a n  i t / 2 ,  and  t h u s  t h e  c o v e r i n g  c i r c l e  i s  a n o n -c o n v e x  
r e g i o n  o f  r a d i u s  g r e a t e r  t h a n  t t / 2 . Many d i f f i c u l t i e s  a r e  
e n c o u n t e r e d  i n  a t t e m p t i n g  t o  s o lv e  s u c h  a  p ro b le m ,  some o f  
w h ich  h a v e  a l r e a d y  b e e n  d e s c r i b e d .
As m e n t io n e d  i n  C h a p te r  I I ,  a  s o l u t i o n  w as o f f e r e d  
f o r  t h e  s p h e r e  p ro b le m  by S y l v e s t e r  ( 1 8 6 0 ) ,  and  r e c o g n i z e d  
more r e c e n t l y  a s  su ch  by  B lu m e n th a l  an d  W ah l in  ( 1 9 4 1 ) .
The s o l u t i o n  t e c h n i q u e  was a c t u a l l y  f o r  t h e  p l a n a r  p ro b le m ,  
b u t  was c l a im e d  t o  be  a n a lo g o u s  f o r  t h e  s p h e r e .
I t  i s  c l a im e d  h e r e  t h a t  t h e  t e c h n i q u e  o u t l i n e d  by 
S y l v e s t e r  w i l l  n o t  s o l v e  t h e  p ro b lem  f o r  g l o b a l  s u b s e t s .  
S y l v e s t e r  was i n t e r e s t e d  i n  t h e  p ro b le m  p r i m a r i l y  b e c a u s e
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he fo u n d  i t s  s o l u t i o n  u s e f u l  i n  a p a p e r  d e a l i n g  w i t h  th e
n — 1 n — 2— ?a p p ro x im a te  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ^ x  +y and  V x  +y  +z by 
l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  x ,  y and  z . E a r l y  i n  t h e  p a p e r ,  
v a r i a b l e s  a r e  r e s t r i c t e d  t o  be  p o s i t i v e .  I t  a p p e a r s  t h a t  
t h i s  may h a v e  l e d  t o  t h e  e r r o r  i n  c o n c l u d i n g  t h a t  t h e  
p l a n a r  t e c h n i q u e  i s  e q u a l l y  a p p l i c a b l e  t o  t h e  s p h e r e .  F o r 
e x am p le ,  S y l v e s t e r  a ssu m es  t h a t  one c a n  " .  . . r e j e c t  a l l  
t h o s e  p o i n t s  t h a t  a r e  c o n t a i n e d  w i t h i n  t h e  c o n t o u r  form ed 
by t h e  a r c s  j o i n i n g  t h e  r e m a in in g  p o i n t s ,  so  t h a t  t h e  c a se  
o f  p o i n t s  l y i n g  a t  t h e  a n g l e s  o f  a  c o n v e x  p o ly g o n  r e m a in  to  
be s t u d i e d .  . . . "
S y l v e s t e r  d i d  n o t  c o n s i d e r  g l o b a l  s u b s e t s  and  t h i s  
i s  w here  t h e  a p p r o a c h  f a i l e d .  The f i r s t  s t e p  i n  t h e  t e c h ­
n iq u e  i s  t o  f i n d  a  c i r c l e  ( d i s k )  w h ic h  c o n t a i n s  a l l  th e  
demand p o i n t s ,  and  t h e n  i n  f o l l o w i n g  s t e p s  p r o g r e s s i v e l y  
d e c r e a s e  t h e  s i z e  o f  t h e  c i r c l e .  An a n a l o g u e  m odel i s  
o f f e r e d  v i a  i m a g i n a t i o n  o f  a r u b b e r  b a n d  w h ic h  m a i n t a i n s  
a c i r c u l a r  s h a p e .  I f  " .  . . s u f f i c i e n t l y  s t r e t c h e d  o v e r  
t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  t o  c o n t a i n  a l l  t h e  g iv e n  p o i n t s  
( r e p r e s e n t e d  by m in u te  p i n s ' h e a d s  g iv e n  upon  i t ) , t h i s  
b and  w i l l  by  i t s  c o n t r a c t i o n  upon t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e re  
. . . i m i t a t e  t h e  m e thod  o f  s o l u t i o n .  . . . "  C l e a r l y ,
t h i s  p r o c e d u r e  w i l l  n o t  w ork  f o r  g l o b a l  s u b s e t s .
An e f f i c i e n t  t e c h n i q u e  t o  h a n d l e  t h e  m inim ax o b j e c ­
t i v e  w i t h  g l o b a l  s u b s e t s  a w a i t s  f u r t h e r  r e s e a r c h .  Such a 
p ro b le m  may b e  o f  m a t h e m a t i c a l  i n t e r e s t ,  b u t  i t  w i l l  o n ly
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a r i s e  i n  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  c a s e .  I n  s o l v i n g  a  m u l t i f a c i l ­
i t y  p ro b le m  t h e r e  i s  n o  n e e d  t o  c o n s i d e r  any  p a r t i t i o n  o f  
demand p o i n t s  w h ic h  fo rm s  a g l o b a l  s u b s e t .  C l e a r l y ,  w hen  
t h e  number o f  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  i s  g r e a t e r  than  o r  e q u a l  
t o  tw o , t h e  maximum d i s t a n c e  b e tw e e n  any demand p o in t  a n d  
i t s  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  i n  an  optim um  s o l u t i o n  i s  bounded  
b y  t t / 2  m e re ly  b y  p l a c i n g  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  a t  
o p p o s i t e  p o l e s .
A l th o u g h  t h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  
d e a l  o n ly  w i t h  p ro b le m s  f o r  w h ic h  t h e  demand p o i n t s  ca n  be 
c o n t a i n e d  i n  a h e m i s p h e r e ,  i t  i s  i n s t r u c t i v e  t o  o b s e rv e  t h e  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  p ro b le m  w i t h  demand p o i n t s  
fo rm in g  g l o b a l  s u b s e t s  b e f o r e  c o n t i n u i n g .
Once i t  i s  known t h a t  t h e  demand p o i n t s  a r e  n o t  
c o n t a i n a b l e  in  a  h e m i s p h e r e ,  t h e n  i t  i s  o b v io u s  t h a t  t h e  
m inim ax d i s t a n c e  i s  g r e a t e r  t h a n  t t / 2 . U sin g  th e  o b s e r v a t i o n  
t h a t  th e  u p p e r  bound  on d i s t a n c e s  on t h e  s p h e r e  i s  tt , i t  i s  
p o s s i b l e  t o  c o n v e r t  t h e  p r o b le m  t o  an  e q u i v a l e n t  "m ax im in "  
p ro b lem .
C o n s id e r  t h e  o b j e c t i v e  o f  f i n d i n g  Che p o i n t  w h ich
m ax im izes  t h e  minimum d i s t a n c e  from  any demand p o i n t .  Sup­
p o s e  t h e  o p t i m a l  d i s t a n c e  i s  b .  C o n s id e r  , the  p o i n t  
a n t i p o d a l  t o  . The d i s t a n c e  to  any  demand p o i n t  f ro m  
X^ i s  th e n  e q u a l  t o  T r-p (X ^ ,P ^ ) .  Now c e r t a i n l y  some P^ i s  
on th e  b o u n d a ry  o f  t h e  d i s k  D o f  r a d i u s  b c e n t e r e d  a t  
Xy. I f  n o t ,  D c o u l d  b e  made l a r g e r - - a  c o n t r a d i c t i o n .  So
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f o r  t h i s  P ^ ,  p (X ^ ,P ^ )  = b ,  t h e  m axim in  d i s t a n c e .  Now,
p(X ,P , ) = b = Max Min ( p ( Y , P . ) )
D K Y i
= M ax [M in ( iT -p (X ,P .) )  ] , X a n t i p o d a l  t o  Y 
X i  ^
= M ax[ir-M in(p ( X , P . ) )  ]
X i  ^
= Max[TT+Max(p (X, P . ) ) ]
X i  ^
=  i r  + Max[Maxp (X ,P j ) J 
X i
= TT - Min M a x ( p ( X ,P . ) ;
X i
So i f  b ,  t h e  m axim in  d i s t a n c e  i s  fo u n d ,  one h a s  t h e  
m in im ax  d i s t a n c e ,  w i t h  o p t i m a l  X^ b e i n g  a n t i p o d a l  t o  X ^.
I t  i s  t h i s  e q u i v a l e n c e  w h ic h  i l l u m i n a t e s  t h e
d i f f i c u l t y  o f  th e  p ro b le m .  The m axim in  p ro b le m ,  a l s o  known
i n  t h e  l i t e r a t u r e  a s  t h e  " n o x io u s  f a c i l i t y "  p ro b le m  re m a in s  
e s s e n t i a l l y  u n s o lv e d .
The p ro b le m  i s  o f  a  c o m b i n a t o r i a l  n a t u r e  r e q u i r i n g  
c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  d i s k s  ( l e s s  t h a n  r  i n  d i a m e te r )  
t h a t  c a n  be  fo rm ed  u s i n g  t h e  demand p o i n t s . The o b j e c t i v e  
i s  t o  f i n d  t h e  l a r g e s t  su ch  d i s k  w h ic h  does  n o t  c o n t a i n  
any  demand p o i n t s  i n  i t s  i n t e r i o r .
As an  ex am p le  o f  t h e  f o r e g o i n g ,  c o n s i d e r  F i g u r e  4 . 4 ,
w h ich  d e p i c t s  two p ro b le m s  f o r  a  d e g e n e r a t e  c a s e  (o n  a
g r e a t  c i r c l e  a r c ) .  In  F i g u r e  4 . 4 ( a )  t h e  s o l u t i o n  i s  o b v io u s  
and c a n  r e a d i l y  be  o b t a i n e d  by  t h e  a l g o r i t h m  o u t l i n e d  in  
S y l v e s t e r ' s  p a p e r .  I n  F i g u r e  4 . 4 ( b ) ,  t h o u g h ,  t h e r e  i s  no
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d i s k  w h ich  w i l l  c o v e r  a l l  t h e  demand p o i n t s ,  and  S y l v e s t e r ' s  
a p p ro a c h  w i l l  f a i l .  I n  o r d e r  t o  s o lv e  i t  i n t u i t i v e l y ,  i t  
i s  p r o b a b ly  e a s i e s t  t o  f o l l o w  t h e  above  p r o c e d u r e .  T h a t  
i s ,  f i n d  t h e  l a r g e s t  c i r c l e  ( a r c )  w h ich  c o n t a i n s  no demand 
p o i n t s .  The c e n t e r  o f  t h e  c i r c l e  ( m i d p o in t  o f  t h e  a r c ) ,
X*, i s  optimum f o r  t h e  m axim in  p ro b le m .  The p o i n t  a n t i p o d a l  






F i g u r e  4 . 4 .  G lo b a l  s u b s e t s .
I V . 5 S o lv in g  t h e  P ro b lem  on a  H em isp h e re
I V . 5 .1  I n t r o d u c t i o n
R e c o g n iz in g  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  o f  P e i r c e  p r e s e n t e d  
b y  S y l v e s t e r  (1860)  w i l l  s o l v e  t h e  p r o b le m  w hen a l l  p o i n t s  
a r e  c o n t a i n a b l e  w i t h i n  a  h e m is p h e r e ,  t h e  q u e s t i o n  n a t u r a l l y  
a r i s e s  a s  t o  t h e  v a l u e  o f  any  o t h e r  a p p r o a c h e s .  P e i r c e ' s  
a p p ro a c h  i s  d e s ig n e d  f o r  s o l v i n g  t h e  p ro b le m  by  hand  and  
i s  n o t  am en ab le  t o  p ro g ram m in g  on a  c o m p u te r .  C e r t a i n l y  
i f  t h e  o n ly  c o n c e rn  i s  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b le m s ,  th o u g h ,  
t h i s  p r o c e d u r e  i s  q u i t e  s a t i s f a c t o r y .  H ow ever, as  p o i n t e d
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by H earn  (1 9 7 1 ) ,  h i g h  s p e e d  m ethods  w ould  be  d e s i r a b l e  f o r  
th e  s i n g l e  f a c i l i t y  p ro b le m  when s o l v i n g  m u l t i f a c i l i t y  
p ro b le m s .  Due to  t h e  c o m b i n a t o r i a l  n a t u r e  o f  t h e  m u l t i f a c i l ­
i t y  p ro b lem  ( s e e  S e c t i o n  I V .6 ) ,  any s o l u t i o n  p r o c e d u r e  i s  
l i k e l y  t o  i n v o l v e  d e c o m p o s i t io n  i n t o  s i n g l e  f a c i l i t y  p r o b ­
le m s ,  and  u s u a l l y  t h e  r e s u l t i n g  number o f  such  p ro b le m s  i s  
q u i t e  l a r g e .
I V .5 . 2  The E u c l id e a n  Norm T e c h n iq u e
A lth o u g h  new r e s u l t s  and  a p p ro a c h e s  t o  t h e  E u c l i d e a n  
norm p ro b le m  a r e  c o n t i n u a l l y  b e in g  d e v e lo p e d ,  c u r r e n t l y  
t h e  m os t  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  f o r  s o l v i n g  t h e  p l a n a r  p ro b le m  
i s  a  g e o m e t r i c a l  a p p ro a c h  due t o  E l z i n g a  a n d  H e a m  (1 9 7 2 a )  . 
The a l g o r i t h m  b e g in s  w i t h  a c i r c l e  fo rm ed  by any two p o i n t s  
and p r o c e e d s  t o  m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s e  t h e  s i z e  o f  t h e  c i r c l e  
u n t i l  a l l  p o i n t s  a r e  c o n t a i n e d  w i t h i n  i t .  S in c e  t h e r e  a r e  
o n ly  a  f i n i t e  number o f  two and  t h r e e  p o i n t  c i r c l e s ,  i t  i s  
a f i n i t e  a l g o r i t h m .
E l z in g a  and H e a m  (1972b) a l s o  p r o v i d e  a  s o l u t i o n  
p r o c e d u r e  f o r  t h e  p ro b le m  i n  E^. I t  i n v o l v e s  t r a n s f o r m i n g  
th e  W olfe  d u a l  o f  th e  convex  program m ing  f o r m u l a t i o n  i n t o  
a q u a d r a t i c  program m ing  p ro b le m .  A f i n i t e  d e c o m p o s i t i o n  
a l g o r i t h m  b a s e d  on t h e  S im p le x  m ethod  o f  q u a d r a t i c  p ro g ra m ­
m ing i s  d e v e lo p e d .
E n co u ra g ed  by t h e  f a c t  t h a t  E l z i n g a  and  H e a r n ' s
g e o m e t r i c  a p p ro a c h  i s  c u r r e n t l y  t h e  m ost e f f i c i e n t  m ethod
2
f o r  s o l v i n g  t h e  p ro b le m  i n  E , u s e  o f  p r o j e c t i v e  g e o m e try
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was made t o  c a p i t a l i z e  on t h e  t e c h n i q u e  i n  o r d e r  t o  s o l v e  
t h e  p r o b le m  on t h e  s p h e r e .  The o n ly  a d d i t i o n a l  t im e  
r e q u i r e d  t o  s o l v e  s u ch  a  p ro b le m  on  t h e  s p h e r e  i s  t h a t  due 
t o  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  p l a n e  and b a c k  t o  t h e  s p h e r e .
As an  a l t e r n a t e  a p p r o a c h ,  i t  i s  shown t h a t  t h e  s o l u -  
t i o n  t o  t h e  p ro b le m  i n  E ca n  be  u s e d ,  v i a  a p r o j e c t i o n  
( n o r m a l i z a t i o n ) , t o  o b t a i n  t h e  optim um  f o r  th e  s p h e r i c a l  
p ro b le m .  In  p r a c t i c e ,  h o w e v e r ,  t h e  f i r s t  a p p ro a c h  w ould  
b e  p r e f e r r e d  s i n c e  t h e  p l a n a r  a l g o r i t h m  h a s  b een  coded  
a n d  i s  more e f f i c i e n t  ( E l z i n g a  and  H e a m  1972b) . I t  m ust 
be  k e p t  i n  m ind, th o u g h ,  t h a t  b o th  a p p r o a c h e s  r e q u i r e  t h a t  
a l l  demand p o i n t s  be  c o n t a i n a b l e  i n  a h e m is p h e r e .
I V . 5 .3  The S t e r e o g r a p h i c  P r o j e c t i o n
2
The g e o m e t r i c  a l g o r i t h m  f o r  E c a n  be  e f f e c t i v e l y  
u t i l i z e d  t o  s o l v e  t h e  s p h e r e  p ro b le m  th r o u g h  u s e  o f  a s t e r e ­
o g r a p h i c  p r o j e c t i o n .  T h i s  p r o j e c t i o n ,  m os t  l i k e l y  d i s c o v e r e d  
by  H ip p a rc h u s  ( c i r c a  160 -125  B . C . ) ,  was d i s c a r d e d  f o r  
c e n t u r i e s  when t h e  w o r ld  was d e c r e e d  f l a t .
K r e y s ig  (1968) c r e d i t s  L a g ra n g e  w i t h  f i r s t  e s t a b ­
l i s h i n g  t h a t  t h e  s t e r e o g r a p h i c  p r o j e c t i o n  i s  t h e  u n iq u e  
m apping  w h ich  p r e s e r v e s  c i r c l e s  f rom  t h e  s p h e re  t o  th e  
p l a n e .  I t  i s  t h i s  p r o p e r t y  upon  w h ic h  one  can  c a p i t a l i z e ,  
r e c o g n i z i n g  t h e  g e o m e t r i c  b a s i s  o f  t h e  E l z i n g a - H e a m  a l g o r i t h m .
C o t t e r  (1966) ( c f .  H i l b e r t  1952) p r o v i d e s  a  s im p le  
p r o o f  o f  o r th o m o rp h is m .  R e f e r r i n g  t o  F ig u r e  4 . 5  he  e s t a b ­
l i s h e d  t h e  s i m i l a r i t y  o f  AXab a n d  AXAB. He th e n  o b s e r v e d
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t h a t  f o r  s i m i l a r  t r i a n g l e s , cones  o f  r o t a t i o n  a r e  s i m i l a r  
and  t h e  p r o j e c t i o n  o f  a  c i r c l e  on t h e  s p h e r e  o f  d i a m e t e r  
AB i s  a  c i r c l e  o f  d i a m e t e r  a b .
X
F i g u r e  4 , 5 .  S t e r e o g r a p h i c  p r o j e c t i o n .
T h rough  th e  p r o j e c t i o n ,  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  i s  one to  
one o n to .  T h a t  i s ,  to  e a c h  c i r c l e  C on t h e  p l a n e ,  t h e r e  c o r ­
r e s p o n d s  a  u n iq u e  s m a l l  c i r c l e  C  o f  s p h e r i c a l  d i a m e t e r  l e s s  
t h a n  IT on t h e  s p h e r e .
Now, i f  a l l  demand p o i n t s  a r e  c o n t a i n e d  i n  a  h em i­
s p h e r e ,  and  t h e  p r o j e c t i o n  p o i n t  i s  i n  t h e  o p p o s i t e  
h e m is p h e r e ,  i t  f o l l o w s  v i a  t h e  p r o j e c t i o n  t h a t  i f  a  p o i n t  
X i s  c o n t a i n e d  in  a c i r c l e  C on t h e  p l a n e ,  i t s  c o r r e s p o n d ­
i n g  i n v e r s e  im age p o i n t  X ' on  th e  s p h e r e  i s  c o n t a i n e d  in  
t h e  i n v e r s e  im age s m a l l  c i r c l e  C  on t h e  s p h e r e .  N ote 
t h a t  t h i s  i s  NOT t r u e  i f  a l l  p o i n t s  c a n n o t  be  c o n t a i n e d  
i n  a  h e m is p h e r e  o r  i f  t h e  p r o j e c t i o n  p o i n t  i s  n o t  i n  a  
h e m is p h e r e  w h ic h  d o e s n ' t  c o n t a i n  t h e  demand p o i n t s .  A 
s u i t a b l e  p r o j e c t i o n  p o i n t  w o u ld  s im p l y  b e  a  p o i n t  a n t i p o d a l  
t o  a n y  demand p o i n t .
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2
IV . 5 . 4  S t e r e o g r a p h i c  P r o j e c t i o n / E  T e c h n iq u e
U s in g  t h e  ab o v e  p r o p e r t i e s  an d  o b s e r v a t i o n  t o  b e s t
2
a d v a n ta g e ,  a  p a r a l l e l  p ro b le m  can  b e  c o n s t r u c t e d  i n  E v i a  
t h e  s t e r e o g r a p h i c  p r o j e c t i o n .  T h is  s i n g l e  f a c i l i t y  u n w e ig h te d
m inim ax p ro b le m  can  t h e n  be  s o l v e d  in  t h e  p l a n e  u s i n g  th e
2
e f f i c i e n t  E l z i n g a - H e a r n  a l g o r i t h m .  I n  E , t h e  optimum 
c i r c l e  C* i s  u n iq u e  (R adem acher a n d  T o e p l i t z  1 9 5 7 ) .  V ia 
t h e  p r o j e c t i o n ,  C* h a s  a  u n iq u e  i n v e r s e  im age  s m a l l  c i r c l e  
on t h e  s p h e r e ,
R e q u i r in g  a l l  demand p o i n t s  t o  b e  w i t h i n  a  h e m is p h e re ,  
and  a p p r o p r i a t e l y  c h o o s in g  t h e  p r o j e c t i o n  p o i n t  i n  th e  oppo­
s i t e  h e m is p h e r e ,  n o t e  t h a t  t h e  s p h e r i c a l  s m a l l  c i r c l e  C* c o n ­
t a i n s  a l l  t h e  demand p o i n t s  w h en ev e r  C* c o n t a i n s  a l l  t h e
P
im ages o f  t h e  demand p o i n t s .  C e r t a i n l y  no  s m a l l e r  s p h e r i c a l  
c i r c l e  c o n t a i n s  a l l  t h e  demand p o i n t s .  C * , t h e n ,  i s  th e  
minimum c o v e r i n g  c i r c l e  on t h e  s p h e r e .  I t s  c e n t e r  i s  o p t i ­
mum f o r  t h e  s p h e r i c a l  m inim ax p ro b le m  s i n c e  a t  t h i s  p o i n t  
t h e  maximum d i s t a n c e  t o  some P ^ ,  i = l , . . . , M ,  i s  o b t a i n e d ,  
and  t h i s  d i s t a n c e  ca n  be no s m a l l e r .
Once a g a i n ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h e  n e c e s s i t y  
t h a t  a l l  p o i n t s  be  c o n t a i n e d  i n  a  h e m is p h e r e ,  o t h e r w i s e  
t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n ' s  s m a l l  c i r c l e  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  optim um  c i r c l e  i n  t h e  p l a n e  w i l l  n o t  c o n t a i n  a l l  
demand p o i n t s .  I n  f a c t ,  i t  w ou ld  n o t  c o n t a i n  an y  demand 
p o i n t s .  F o r  s i m i l a r  r e a s o n s ,  t h e  p o l e  f o r  p r o j e c t i o n  m ust 
b e  e x t e r i o r  t o  t h e  s p h e r i c a l l y  co n v ex  h u l l  c o n t a i n i n g  a l l
106
demand p o i n t s .  T h a t  i s ,  t h e  p o l e  m ust b e  i n  a  h e m is p h e re  
w h ich  c o n t a i n s  no demand p o i n t s .
I V . 5 .5  N o r m a l i z a t i o n /E  T e c h n iq u e
I n  t h e  f o l l o w i n g  i t  i s  e s t a b l i s h e d  t h a t  a  s o l u t i o n  
t e c h n i q u e  f o r  t h e  e q u a l l y  w e ig h te d  s i n g l e  f a c i l i t y  E u c l id e a n
3
norm m inim ax p ro b le m  i n  E ca n  b e  a d v a n t a g e o u s l y  u s e d  t o  
s o l v e  t h e  same p ro b le m  on  t h e  u n i t  s p h e r e  S i f  a l l  demand 
p o i n t s  a r e  on an o p e n  h e m is p h e re  o f  S a n d  g r e a t  c i r c l e  
d i s t a n c e s  a p p ly .
I t  i s  o b v io u s  t h a t  i f  any two p o i n t s  a r e  a n t i p o d a l ,  
o r  i f  t h e  c a n n o t  be  c o n t a i n e d  i n  a  h e m is p h e r e ,  t h e  m i n i ­
mum c o v e r i n g  s p h e r e  (MCS) w i l l  be  t h e  u n i t  s p h e r e  S , and  
t h e  optim um  p o i n t  w ou ld  b e  t h e  c e n t e r  o f  S . Such a  s i t u ­
a t i o n  p r e c l u d e s  s o l u t i o n  by th e  t e c h n i q u e  w h ic h  f o l l o w s .
As w i l l  be  s e e n ,  a  c r u c i a l  p a r t  o f  t h e  p r o c e d u r e  i s  t o  p r o ­
j e c t  f rom  t h e  c e n t e r  o f  S th r o u g h  t h e  c e n t e r  o f  t h e  MCS, X* 
t o  g e t  a  u n iq u e  p o i n t  on  t h e  s u r f a c e  o f  S ( n o r m a l i z a t i o n  
o f  X * ) . T h is  c e r t a i n l y  c a n n o t  b e  done i f  t h e  c e n t e r  o f  
S and  t h e  MCS c o i n c i d e .  A r u d im e n ta r y  m e th o d  o f  d e t e r m i n i n g  
w h e th e r  a l l  p o i n t s  a r e  i n  a  h e m is p h e re  was g iv e n  i n  
S e c t i o n  I I I . 4 . 3 .
P r i o r  t o  e s t a b l i s h i n g  t h e  th e o re m  i t  i s  u s e f u l  t o  
o b s e r v e  t h a t  on a  h e m i s p h e r e ,  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e tw e e n  
th e  s m a l l  g r e a t  c i r c l e  a r c  an d  t h e  c h o r d  d e t e r m in e d  by  
two d i s t i n c t  p o i n t s  v i a  t h e  p r o j e c t i o n  o f  p o i n t s  o f  t h e  
c h o rd  o n to  t h e  a r c  f ro m  t h e  s p h e r e  c e n t e r  i s  one t o  one  o n t o .
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R e f e r r i n g  t o  F ig u r e  4 . 6 ,  on an  o p e n  h e m is p h e re  
i t  i s  e a s i l y  s een  t h a t  a s  X i n c r e a s e s  m o n o t o n i c a l l y  so does  
A; t h e  same r e l a t i o n s h i p  h o l d s  b e tw e e n  x and a .  I t  a l s o  
f o l l o w s  t h a t  a  = R A r c s i n ( x / R )  .
F i g u r e  4 . 6 .  A rc  an d  c h o rd  r e l a t i o n s h i p .
Theorem 4 . 1  G iven M e q u a l l y  w e ig h t e d  demand p o i n t s  o n  
an  open  h e m is p h e re  o f  S ,  s u p p o s e  t h e  Minimum C o v e r in g  S p h e re  
in  E i s  o b t a i n e d .  L e t  b e  t h e  u n iq u e  p r o j e c t i o n  f rom  
t h e  c e n t e r  o f  th e  s p h e r e  S t o  t h e  s u r f a c e  th r o u g h  Xq , t h e
St
c e n t e r  o f  t h e  MCS. C o n s id e r i n g  t h e  p o i n t s  P^ , X^ i s  t h e  
optimum f o r  t h e  m in im ax  d i s t a n c e  p ro b le m  f o r  t h e  g r e a t  
c i r c l e  m e t r i c  on t h e  s u r f a c e  o f  S.
P ro o f  : C e r t a i n l y  one o f  t h e  demand p o i n t s  w i l l  be  on t h e
b o u n d a ry  o f  t h e  MCS. O th e r w is e  t h e  MCS c o u l d  be made 
s m a l l e r ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  S u p p o se  P j i s  su c h  a  p o i n t  
( s e e  F i g u r e  4 . 7 ) .  L e t  |X* -  P. L  b e  t h e  optimum m inim ax
O  J  ^ 9
3d i s t a n c e  i n  E , w h e re  X* i s  t h e  c e n t e r  o f  t h e  minimum
c o v e r i n g  s p h e r e .  C o n s id e r  t h e  c h o rd  from  P j th ro u g h  X*
o f  l e n g t h  2 |X *  - P . | .  = X. C o r r e s p o n d in g  to  t h i s  c h o r d
o J ^2
i s  a u n iq u e  s m a l l  g r e a t  c i r c l e  a r c  o f  m e a su re  A. L e t t i n g
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X* b e  t h e  p r o j e c t i o n  o f  X* t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  i t  s  o
i s  s e e n  t h a t  p ( X * ,P . )  = %A.
® J
The p r o o f  t h a t  X* i s  optimum f o r  t h e  g r e a t  c i r c l e
m e t r i c  on S i s  by  c o n t r a d i c t i o n .  L e t  X^ be  a p o i n t  on S
d i s t i n c t  from  X* su c h  t h a t  i t s  maximum d i s t a n c e  from  any
o t h e r  p o i n t  i s  p ( X g ,P ^ ) ,  w here  P^ i s  o n e  o f  t h e  M demand
p o i n t s .  F u r t h e r ,  s u p p o s e  t h a t  P(Xg.Pj^) < P ( X * ,P j ) .
Now, a s  o b s e r v e d ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  P(Xg.Pj^) i s
l e n g t h  IX^ - P ^ l^  v i a  t h e  i n v e r s e  c o r r e s p o n d e n c e .  I t
f o l l o w s  t h a t  IX^ -  I 2  t h e  maximum l e n g t h  from  X^ t o
any  o f  t h e  p o i n t s  P^^. F o r ,  i f  n o t ,  t h e r e  e x i s t s  s u c n
t h a t  IX' - P, I . > IX ' -  P. L  . Due t o  p r o p e r t i e s  o f  t h eo J. X, 2  o
A r c s i n  f u n c t i o n  t h i s  i m p l i e s  t h a t  p ( X / , P ^  > p(X ^,Pj^).
T h i s  c a n n o t  b e ,  s i n c e  by  a s s u m p t io n  Pj  ̂ i s  f u r t h e r  from  X̂  .
y :
Optimum c o v e r i n g  s p h e r e  
S ~7 - /  w i t h  c e n t e r  on S
3
F ig u r e  4 . 7 .  N o r m a l i z a t i o n / E  t e c h n i q u e .
I n  t h e  same m a n n e r ,  t h e  a s s u m p t io n  t h a t  P(Xg.Pj^) < 
o(Xg*,Pj) i m p l i e s  t h a t  |X^ - P%|% < |X* -  P j |% ^ .
T h i s  r e s u l t s  i n  a c o n c l u s i o n  t h a t  1^0 " ®
maximum d i s t a n c e  s t r i c t l y  l e s s  t h a n  t h e  m in im ax  d i s t a n c e ,  
a  c o n t r a d i c t i o n .
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IV .6  A p p l i c a t i o n  t o  M u l t i f a c i l i t y  P ro b lem
I V .6 . 1  I n t r o d u c t i o n
As m e n t io n e d  e a r l i e r ,  t h e  p r im a r y  i n c e n t i v e  f o r  
d e v e l o p i n g  an  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  f o r  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  
p ro b le m  i s  i t s  p o s s i b l e  u s e f u l n e s s  i n  s o l v i n g  a m u l t i f a c i l ­
i t y  p ro b le m .  I n  t h i s  s e c t i o n  a p a r t i c u l a r  t y p e  o f  m u l t i ­
f a c i l i t y  p ro b le m  i s  c o n s i d e r e d  i n  w h ich  t h e r e  i s  no i n t e r a c ­
t i o n  b e tw ee n  f a c i l i t i e s  to  be  l o c a t e d ,  and  a l l  demand p o i n t
2
w e ig h t s  a r e  e q u a l .  The p ro b lem  i n  E was b r i e f l y  d i s c u s s e d  
b y  H e a m  (1971) a n d  a l s o  s t u d i e d  by L o g in o v  (1969) f o r  t h e  
c a s e .  The m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  i s  :
M in im ize  V
s u b j e c t  t o  max {Z . .• |X . - P .  | „ } £  V i  = i  M
P ^ .X j J"- J ^ ^2 j = 1 . . . . . N
N
S Z . . ^ 1  j = l , . . . , N
j = l  ^
1 i f  f a c i l i t y  X. i n t e r a c t s  w i t h  
Z . .  = { demand p o iA t  P.
^  0 o th e r w i s e
w h e re ;  Xj i s  t h e  l o c a t i o n  o f  a  s e r v i c i n g  f a c i l i t y ,  j  = 1 , . . . ,N
P^ i s  a  demand p o i n t  l o c a t i o n ,  i  = 1 ...........M
V i s  ( g e o m e t r i c a l l y )  t h e  r a d i u s  o f  a  d i s k  c e n t e r e d  
a t  a n  X j , and 
M a n d  N a r e  t h e  number o f  demand p o i n t s  a n d  s e r v i c ­
i n g  f a c i l i t i e s ,  r e s p e c t i v e l y .
The p r o b le m  can  be  s t a t e d  a s :  G iven  a  f i n i t e  s e t  
A o f  p o i n t s  i n  E u c l i d e a n  n - s p a c e ,  an d  a n  i n t e g e r  N,
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d e te rm in e  N n - d im e n s io n a l  s p h e r e s  s u c h  t h a t  e a c h  p o i n t  o f  
A i s  c o n t a i n e d  i n  a t  l e a s t  one o f  t h e  s p h e r e s  an d  t h e  
maximum s p h e r e  h as  minimum d i a m e t e r .  I t  c a n  be  c o n s i d e r e d  
a s  a  minimax c o u n t e r p a r t  t o  t h e  m u l t i f a c i l i t y  m in isum  
l o c a t i o n - a l l o c a t i o n  p ro b le m  o f  S e c t i o n  I I I . 14.
L o g i n o v 's  s o l u t i o n  p r o c e d u r e  w i l l  s o l v e  t h e  p ro b le m
■3
f o r  s m a l l  N a n d  M i n  E . H e a m  (1971) p r e s e n t s  an i m p l i c i t
e n u m e ra t io n  t e c h n i q u e  w h ic h  w i l l  s o l v e  t h e  p ro b le m  i n  
2
E . N e i t h e r  t e c h n iq u e  i s  v e r y  e f f i c i e n t ,  b u t  a t  l e a s t  a 
p r o c e d u r e  i s  a v a i l a b l e .
The m u l t i f a c i l i t y  m inim ax p ro b le m  p r e s e n t s  t h e  same 
d i f f i c u l t i e s  e n c o u n t e r e d  i n  t h e  m u l t i f a c i l i t y  m in isu m  p r o b ­
lem . Due t o  i t s  c o m b i n a t o r i a l  n a t u r e ,  c u r r e n t  s o l u t i o n  p r o ­
c e d u r e s  c a n n o t  h a n d l e  m ore  t h a n  3 o r  4 s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  
and  20 o r  more demand p o i n t s .  The number o f  p a r t i t i o n s  f o r  
any  g iv e n  M and N i s  S (M ,N ), th e  S t i r l i n g  num ber o f  t h e  
s e c o n d  k i n d .  I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  N=2, S (M ,2) =
2 ^ ”  ̂ - 1 ,  w h ich  q u i c k l y  i n c r e a s e s  f o r  m o d e ra te  s i z e  M.
The i n t e n t  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  to  show t h a t  L o g i n o v 's  
p r o c e d u r e  f o r  E , o r  any  m ore  e f f i c i e n t  t e c h n i q u e  t h a t  may 
b e  d e v e lo p e d  in  th e  f u t u r e ,  can  b e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  
c o u n t e r p a r t  p ro b le m  on t h e  s p h e r e .
I V . 6 .2  P ro b le m  F o r m u la t io n
F o r  t h e  p ro b le m  on  t h e  s p h e r e ,  t h e  f o r m u l a t i o n  i s  
q u i t e  s i m i l a r ,  e x c e p t  t h a t  g r e a t  c i r c l e  a r c s  a r e  u s e d ,  and  
t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  a r e  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s u r f a c e  o f
I l l
t h e  u n i t  s p h e r e  :
M in im ize  v
S u b j e c t  t o  M a x { p (X ., P . ) *Z.-}  < v i  = 1 , . . . , M
 ̂ ^ J"- j  = 1 .............N
N
I  Z.  . > 1 i  = l .............M
j = l
| X j  J = 1  j  = 1 .............N
J
^ j i ^ { 0 ’ l} V i - j
R e c o g n iz in g  t h a t  a s  lo n g  a s  a l l  demand p o i n t s  a r e  
c o n t a i n e d  w i t h i n  a  h e m is p h e r e ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  maximum 
g r e a t  c i r c l e  a r c  l e n g t h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  l e n g t h  o f  t h e  
maximum c h o r d ,  w h ich  i s  £  2 f o r  t h e  u n i t  s p h e r e .  T h u s ,  an  
e q u i v a l e n t  f o r m u l a t i o n  i s  t o  :
M in im ize  v
S u b j e c t  t o  M a x { |X . - P . | , * Z . .}  £  v  i  = 1 , . . . , M
J ^ j  = 1 ...........N
N
I Z . . > 1  i = l , . . . , M
j = l
|X .I  5 = 1 j  = 1 , . . . ,N
J ~2
Z j i t { 0 , l }  V i . j
I V . 6 . 3  A S o l u t i o n  T e c h n iq u e
I t  w i l l  now b e  shown t h a t  any  p r o c e d u r e  w h ich
s o l ' e s  t h e  p ro b le m  i n  c a n  be  u s e d  to  f i n d  an  optim um
s o l u t i o n  f o r  t h e  s p h e r i c a l  p ro b le m .
Suppose  N £  2 .  As m e n t io n e d  e a r l i e r ,  t h e  optim um
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m inim ax  d i s t a n c e  i s  b ounded  above by n / 2 .  I n  f a c t ,  a  m i n i ­
max d i s t a n c e  o f  t t / 2  w ould  o c c u r  o n ly  i n  a  p a t h o l o g i c a l  
c a s e  w h e re  t h e r e  a r e  a n  i n f i n i t e  number o f  demand f a c i l ­
i t i e s  ( a  g r e a t  c i r c l e  a r c ,  f o r  e x a m p le ) .  I n  t h i s  i n s t a n c e  
t h e r e  a r e ,  l i k e w i s e ,  a n  i n f i n i t e  number o f  a l t e r n a t e  
o p t im a .  F o r  ex a m p le ,  any two a n t i p o d a l  p o i n t s  l o c a t e d  
on  t h e  g r e a t  c i r c l e  w i l l  b e  optimum p o i n t s .
F o r  p r a c t i c a l  p u r p o s e s ,  t h e n ,  i t  c a n  be assum ed 
t h a t  t h e  m in im ax  d i s t a n c e  i s  s t r i c t l y  l e s s  th a n  t t / 2 . T h is  
i s  t h e  c a s e  when t h e r e  a r e  a d i s c r e t e  n u m b e r , M, o f  demand 
p o i n t s  and  N ^  2 .
S u p p o se  a l l  p o i n t s  P^, i  = 1 , .  . . ,M a r e  l o c a t e d  on  a
3
s p h e r e  S . S i s  embedded i n  E . C a p i t a l i z i n g  on t h i s  f a c t ,  
c o n s i d e r  t h e  p ro b le m  a s  u n c o n s t r a i n e d  a n d  em p loy ing  an 
e x i s t i n g  a l g o r i t h m  f o r  t h e  c o u n t e r p a r t  m u l t i f a c i l i t y  m inim ax
3
p ro b le m  i n  E .
3
S o l v i n g  t h e  p ro b le m  i n  E , t h e  s o l u t i o n  c o n s i s t s  o f  
N s p h e r e s , t h e  c e n t e r s  o f  w h ich  a r e  s e r v i c i n g  f a c i l i t i e s  
o p t i m a l l y  l o c a t e d  s o  t h a t  th e  maximum d i s t a n c e  t o  any  demand 
p o i n t  i s  m in im iz e d  and  a l l  a r e  s e r v i c e d  b y  a t  l e a s t  one 
f a c i l i t y .  The u n io n  o f  t h e  N s p h e r e s ,  t h e n ,  c o n t a i n s  a l l  t h e  
demand p o i n t s .  I t  i s  o b v io u s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  need  n o t  be  
u n iq u e ,  i . e . ,  so m e t im e s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  f i n d  a l t e r n a t e  
s y s te m s  o f  N s p h e r e s  c o v e r in g  a l l  demand p o i n t s  su ch  t h a t  
t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  maximum s p h e r e  i s  t h e  sam e. I n  any 
c a s e ,  o f  c o u r s e ,  th e  m inim ax d i s t a n c e  i s  u n iq u e .
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G iven  an  o p t i m a l  s e t  o f  N s p h e r e s ,  p r o j e c t  t h e  
c e n t e r s  o f  t h e s e  s p h e r e s  t o  t h e  s u r f a c e  o f  S .  S in c e  no 
p o i n t  i s  g r e a t e r  t h a n  d i s t a n c e  2 ( d i a m e te r  o f  t h e  u n i t  
s p h e r e )  from  any  o t h e r  p o i n t , t h e  N s p h e r e s  a r e  e a c h  
c e r t a i n l y  no l a r g e r  t h a n  S. L ik e w is e ,  a s  m e n t io n e d  p r e ­
v i o u s l y ,  t h e  maximum g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e  f ro m  a  p r o j e c t e d  
p o i n t  t o  any demand p o i n t  c o n t a i n e d  w i t h i n  t h e  r e s p e c t i v e  
s p h e r e  i s  l e s s  t h a n  7t / 2 .
T hrough  a s i m i l a r  a rg u m e n t  a s  i n  t h e  s i n g l e  f a c i l ­
i t y  m inim ax p ro b le m  f o r  p o i n t s  on a  h e m is p h e r e  i t  i s  s e e n  
t h a t  m o n o t o n i c i t y  i s  p r e s e r v e d  i n  t h e  p r o j e c t i o n .  T h a t  
i s ,  t h e  l a r g e s t  s p h e r e  g e n e r a t e s  t h e  l a r g e s t  g r e a t  c i r c l e  
d i s t a n c e .  So , u s i n g  t h e  p r o j e c t e d  p o i n t s  a s  t h e  N minimax 
l o c a t i o n s  on t h e  s p h e r e ,  t h e  l a r g e s t  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e  
i s  found  by p r o j e c t i n g  from  t h e  c e n t e r  o f  t h e  l a r g e s t  s p h e r e .
T h is  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e  i s  t h e  s m a l l e s t  p o s s i b l e .  
F o r ,  i f  t h e r e  w e re  a  s m a l l e r  o n e ,  th r o u g h  t h e  i n v e r s e  
t r a n s f o r m a t i o n  t h e r e  w ould  e x i s t  a s p h e r e  w i t h  d i a m e t e r  
l e s s  t h a n  t h e  m in im ax  d i a m e t e r ,  a c o n t r a d i c t i o n .
CHAPTER V
COMPUTATIONAL RESULTS AND CONCLUSIONS
V. I I n t r o d u c t i o n
T h is  c h a p t e r  a c c o m p l i s h e s  t h r e e  o b j e c t i v e s .  I t  
p r o v i d e s  a  fu n d a m e n ta l  c o m p a r is o n  o f  t h e  two a l g o r i t h m s  i n  
C h a p te r  I I I  w i t h  r e g a r d  to  t h e i r  a b i l i t y  t o  r e a c h  a  g l o b a l  
optimum ( r o b u s t n e s s ) , p r o v i d e s  i n s i g h t  t o  t h e  p r o p e r t i e s  o f  
t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  m in isu m  p ro b le m  on t h e  s p h e r i c a l  s u r ­
f a c e ,  an d  p r o v i d e s  e v i d e n c e  o f  t h e  e r r o r  w h ic h  a r i s e s  due 
t o  t h e  u s e  o f  a  E u c l i d e a n  a s s u m p t io n  when s o l v i n g  l a r g e  
r e g i o n  p r o b l e m s .
A num ber o f  t e s t  p ro b lem s  h a v e  b e e n  s o l v e d  by  e a c h  
a l g o r i t h m ,  v a r y i n g  t h e  l e v e l  o f  d i f f i c u l t y .  Two 
ex am ple  " l a r g e  r e g i o n "  p ro b le m s  f ro m  t h e  l i t e r a t u r e  h a v e  
a l s o  b e e n  s o l v e d .  I n  e a c h  p ro b le m ,  v e r i f i c a t i o n  o f  g l o b a l  
and  l o c a l  o p t im a  w as made by  u se  o f  t h r e e  d im e n s io n a l  
p l o t t i n g  and an  e x h a u s t i v e  g r i d  s e a r c h .
C om parisons  a r e  made b e tw ee n  s o l u t i o n s  fo u n d  v i a  a 
E u c l id e a n  a s s u m p t io n  and  t h o s e  fo u n d  u s i n g  a  g r e a t  c i r c l e  
m e t r i c .  The H y p e r b o lo id  A p p ro x im a t io n  P r o c e d u r e  (HAP) 
( E y s t e r ,  e t  a l .  1973) i s  u s e d  to  s o l v e  t h e  p ro b le m s  f o r  
t h e  E u c l id e a n  a s s u m p t i o n .  I t  i s  s e e n  t h a t  e v e n  i n  t h e
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c a s e s  w h e re  t h e  optimum l o c a t i o n  i s  n o t  v e r y  d i f f e r e n t , 
th e  d i f f e r e n c e  i n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  can  be  s i g n i f ­
i c a n t .  O th e r  c o n c l u s i o n s  a r e  a l s o  drawn b a s e d  upon compu­
t a t i o n a l  e x p e r i e n c e .
The two s i n g l e  f a c i l i t y  a l g o r i t h m s  o f  C h a p te r  I I I  
w e re  co d ed  i n  F o r t r a n  IV, a n d  a l l  p ro b lem s w ere  s o l v e d  on 
th e  IBM 3 7 0 /1 5 8 J  sy s te m  u s i n g  d o u b le  p r e c i s i o n  a r i t h m e t i c .  
No a t t e m p t  was made to  d e t e r m in e  s e n s i t i v i t y  o f  p a r a m e te r  
s e l e c t i o n .  F o r  ex am p le ,  j u d i c i o u s  s e l e c t i o n  o f  t h e  s t e p  
s i z e s  c o u ld  s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t  t h e  a b i l i t y  o f  t h e  C y c l i c  
M e r id ia n  S e a r c h  (CMS) a l g o r i t h m  t o  r e a c h  g l o b a l  o p t im a ,  b u t  
c o n f i r m a t i o n  i s  a  s u b j e c t  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .  A ls o ,  
n e i t h e r  a l g o r i t h m  was c o d e d  w i th  t h e  i n t e n t  o f  a c h i e v i n g  
h ig h  e f f i c i e n c y .  The p r im a r y  g o a l  was t o  r e a c h  a  g l o b a l  
optimum. For m ore e f f i c i e n t  co d es  i t  i s  n e c e s s a r y  to  
i n c o r p o r a t e  a c c e l e r a t i o n  p r o c e d u r e s .
The p a r a m e t e r s  p r o v i d e d  i n  T a b le  5 .1  w ere  u s e d  
f o r  s o l v i n g  t h e  exam ple  p ro b le m s  i n  A ppend ix  B u n d e r  t h e  
g r e a t  c i r c l e  m e t r i c .  R e f e r  t o  C h a p te r  I I I  f o r  d e s c r i p t i o n s  
and d e f i n i t i o n s  o f  e a c h  p a r a m e t e r .
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P l a n a r  P r o j e c t i o n C y c l i c  M e r id i a n  S e a rc h
BOUND = i t / 6 Al = l O ' l a = 2
EPl = lO 'G AINC = l O ' l ITBOUN = 40
EP2 = lO 'G AMIN = 10"^ LRANBO = 4
N1 = 50 e  = 10"9 EPl = lO'G
S = 1 EP2 = lO'G
N = 5
T a b l e  5 . 1 .  P a r a m e te r  v a l u e s .
V. 2 Some Exam ple P ro b lem s
The f i r s t  ex am ple  i s  a m in isum  p ro b le m  u s in g  t h e  
demand p o i n t s  i n  D a ta  S e t  D6 o f  A p pend ix  B. I t  c o n s i s t s  o f  
13 e q u a l l y  w e ig h t e d  p o i n t s  l o c a t e d  on a  g r e a t  c i r c l e  a r c .
I t  i s  i n f o r m a t i v e  s i n c e  i t s  s im p le  n a t u r e  makes i t  e a s y  to  
s e e  t h e  e f f e c t  t h a t  d i f f e r e n t  s t a r t i n g  s o l u t i o n s  h a v e  on 
t h e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e s  o f  b o th  a l g o r i t h m s .  F i g u r e  5 .1  
d e p i c t s  a  g r a p h  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  a s  a  f u n c ­
t i o n  o f  l o n g i t u d e .  The l a t i t u d e  i s  0 °  f o r  a l l  demand 
p o i n t s .  The demand p o i n t s  a r e  i n d i c a t e d  i n  th e  f i g u r e ,  
a s  a r e  t h e  l o c a t i o n s  o f  a l l  s t a r t i n g  s o l u t i o n s  e x c e p t  S5. 
N o te  t h a t  a  c o n v e r g e n t  a l g o r i t h m  w o u ld  b e  e x p e c t e d  t o  
a c h i e v e  t h e  g l o b a l  optim um  (0 ,2 0 )  f o r  any  s t a r t i n g  s o l u t i o n  
b e tw e e n  - 6 0 °  an d  56°  l o n g i t u d e .  B o th  a l g o r i t h m s  b eh av e  
p r o p e r l y ,  w i t h  a s u r p r i s i n g  r e s u l t  a r i s i n g  from  u s e  o f  CMS. 
U sin g  s t a r t i n g  s o l u t i o n  5 2 ,  one w o u ld  e x p e c t  t o  g e t  s t u c k  






































D eg rees  L o n g i tu d e  
F ig u r e  5 . 1 .  M inisum  f u n c t i o n  p l o t ;  D ata  S e t  D6 o f  A ppend ix  B.
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t h e  a l g o r i t h m  ( d i s c u s s e d  i n  C h a p te r  I I I )  t h e  s e a r c h  e s c a p e s  
t h e  l o c a l  m inim um 's  r e g i o n  o f  a t t r a c t i v e n e s s ,  jum ps a c r o s s  
a n o t h e r  o n e ,  and  s t o p s  a t  t h e  g l o b a l  optimum. T h i s  f e a t u r e  
seems t o  o c c u r  r a t h e r  f r e q u e n t l y .
A ls o ,  n o t e  t h a t  when s t a r t i n g  s o l u t i o n  S5 i s  u s e d ,  
t h e  P l a n a r  P r o j e c t i o n  A lg o r i t h m  (PPA) r e a c h e s  t h e  g l o b a l  
optim um  w h i l e  CMS s t o p s  a t  a  l o c a l  optimum. C u r i o u s l y ,  i n  
a l l  exam ple  p ro b le m s  a t t e m p t e d  t h i s  was t h e  o n ly  i n s t a n c e  
i n  w h ich  PPA a c h i e v e d  a  g l o b a l  optimum when CMS d i d  n o t .
I t  i s  e n o u g h ,  h o w e v e r ,  t o  e n c o u r a g e  one t o  u s e  e a c h  a l g o r i t h m  
a s  a  ch ec k  on t h e  o t h e r .
I n  T a b le  5 . 2  t h e  r e s u l t s  o f  t r y i n g  a  num ber o f  d i f ­
f e r e n t  s t a r t i n g  s o l u t i o n s  on D a ta  S e t  D6 a r e  l i s t e d .  N o te  
t h a t  i n  t h i s  p ro b le m  a p r o j e c t e d  c e n t r o i d  s t a r t i n g  s o l u t i o n  
(S4) r e s u l t s  i n  a  l o c a l  minimum, r e g a r d l e s s  o f  th e  t e c h n i q u e  
u s e d .
PPA CMS
S t a r t i n g
P o i n t
#
I t e r
S to p s
a t
Obj Fn 




I t e r
S to p s
a t
Obj Fn 
V a lu e
Type
S o ln
5 1 ( 0 ,2 0 ) 1 ( 0 ,2 0 ) 1 7 .5 2 G lo b a l 1 ( 0 ,2 0 ) 1 7 .5 2 G lo b a l
S2
( 0 , - 1 5 5 ) 3 ( 0 , - 1 2 4 ) 2 2 .6 9 L o c a l 2 ( 0 ,2 0 ) 1 7 .5 2 G lo b a l
S3 ( 0 ,0 ) 2 ( 0 ,2 0 ) 1 7 .5 2 G lo b a l 1 ( 0 ,2 0 ) 1 7 .5 2 G lo b a l
54 (0 ,
6 2 .2 7 )  
( P r o j . 
C e n t .)
2 ( 0 ,7 0 ) 17 .9 1 L o c a l 1 ( 0 ,7 0 ) 1 7 .9 1 L o c a l
55
(9 0 ,9 0 ) 9 ( 0 ,7 0 ) 1 / . 5 2 G lo b a l 6 ( 0 ,7 0 ) 1 7 .9 1 L o c a l
T a b le  5 . 2 .  R e s u l t s  f o r  D a ta  S e t  D6.
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Now c o n s i d e r  a  t h r e e  e q u a l l y  w e ig h te d  demand p o i n t  
p ro b le m  u s i n g  D a ta  S e t  D1 o f  A p pend ix  B. T h is  p ro b lem  
t e s t s  t h e  a b i l i t y  o f  t h e  a l g o r i t h m s  t o  f i n d  a  g l o b a l  optim um  
o v e r  a  d e f i n i t e l y  n o n -c o n v e x  s u r f a c e .  A t h r e e  d im e n s io n a l  
f u n c t i o n  p l o t  o f  t h e  p ro b le m  i s  fo u n d  i n  F ig u r e  3 . 1 .  The 
g l o b a l  optim um  i s  a t  P3 , ( 3 0 , - 6 0 ) .
The a l g o r i t h m s  s t o p p e d  a t  t h e  same p o i n t ,  a s  c a n  
be  se e n  i n  T a b le  5 . 3 , f o r  a l l  b u t  one o f  t h e  s t a r t i n g  s o l u ­
t i o n s .  An i n t e r e s t i n g  o b s e r v a t i o n  i s  t h a t  when one s t a r t s  
a t  t h e  a n t i p o d a l  p o i n t  t o  t h e  g l o b a l  optimum, P 3 ' ,  b o th  
s e a r c h e s  s t i l l  end  up a t  t h e  g l o b a l  optimum. C o n c e rn in g  
t h e  num ber o f  i t e r a t i o n s ,  i n  g e n e r a l  CMS i s  more e f f i c i e n t .  
A l th o u g h  n o t  c o n c e r n e d  w i t h  e f f i c i e n c y  i n  te rm s  o f  e x e c u ­
t i o n  t im e s  in  t h i s  r e s e a r c h ,  i t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o te  
t h a t  CMS t a k e s ,  on t h e  a v e r a g e ,  a b o u t  h a l f  t h e  t im e  as  PPA. 
T h e re  a r e  s i t u a t i o n s ,  t h o u g h ,  when CMS i s  s l o w e r  th a n  t h e  
o t h e r  a p p r o a c h ,  p a r t i c u l a r l y  when t h e  s e a r c h  b e g i n s  on o r  
n e a r  a  r i d g e .
The n e x t  s e t  o f  ex a m p le s  c o n s i s t s  o f  t e n  s m a l l  
p ro b le m s  f o r  w h ic h  a p r o j e c t e d  c e n t r o i d  was u s e d  a s  a 
s t a r t i n g  s o l u t i o n .  As ca n  b e  s e e n  i n  T a b le  5 . 4 ,  b o th  
a l g o r i t h m s  s u c c e s s f u l l y  fo u n d  t h e  g l o b a l  optim um  i n  a l l  b u t  
o n e  c a s e .
T h i s  g ro u p  o f  p ro b le m s  gave  r i s e  to  a  number o f  
i n t e r e s t i n g  o b s e r v a t i o n s .  F o r  ex am p le ,  D a ta  S e t  D12 w as 
h a n d l e d  m ore e f f i c i e n t l y  b y  PPA. D a ta  S e t  D9, on th e
S t a r t i n g
P o i n t
PPA CMS
I t e r







I t e r






P r o j . C e n t r o i d 4 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l 6 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l
N o r th  P o le  ( 9 0 ,0 ) 5 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l 5 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l
S o u th  P o le  ( - 9 0 , 0 ) , 9 ( 0 , 3 7 . 4 5 ) 4 .1 7 1 L o c a l 7 ( 3 0 , - 6 0 ) 3. 702 G lo b a l
P2 ( 0 ,3 6 . 8 6 ) 1 ( 0 ,3 7 . 4 5 ) 4 .1 7 1 L o c a l 1 ( 0 ,3 7 . 4 5 ) 4 .1 7 1 L o c a l
PI ( 0 ,1 8 0 ) 1 (0 ,1 8 0 ) 4 .5 0 7 L o c a l 1 ( 0 ,1 8 0 ) 4 .5 0 7 L o c a l
P I '  ( 0 ,0 ) 6 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l 6 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l
P 3 ' ( - 6 0 ,1 2 0 ) 9 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l 3 ( 3 0 , - 6 0 ) 3 .7 0 2 G lo b a l
too
T a b le  5 . 3 .  R e s u l t s  f o r  D a ta  S e t  01
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D a ta














D3 7 G lo b a l 3 4 ( 2 5 . 2 , 2 7 . 6 ) 6 .4 6 ( 2 5 .8 , 2 1 ) 6 .1 5
D7 3 G lo b a l 3 2 ( 3 2 . 3 , 0 ) 2 .8 ( 5 4 . 9 , 0 ) 2 .5 9
D8 3 G lo b a l 3 2 ( 3 2 . 3 , - 6 0 ) 2 .8 ( 5 4 . 9 , - 6 0 ) 2 .5 9
D9 3 G lo b a l 6 1 ( 6 3 .6 , 7 5 ) 3 .6 4 ( 8 0 . 6 , 7 5 ) 2 .0 8
DIO 3 L o c a l 7 3 (0 ,9 0 ) 4 .1 1 ( - 5 . 3 , 9 0 ) 4 .1 1
D l l 3 G lo b a l 3 5 ( 2 7 . 4 , 7 1 . 5 ) 2 .7 8 (5 0 ,8 0 ) 2 .6
D12 4 G lo b a l 2 7 ( 7 0 . 8 , 3 7 . 8 ) 1 .4 4 (8 0 .4 5 ) 1 .3
D13 4 G lo b a l 6 3 ( 4 9 .3 ,1 1 0 ) 4 .4 1 ( 4 4 . 8 , 5 0 . 3 ) 4 . 2 3
D14 4 G lo b a l 5 3 ( 4 5 . 9 , 8 8 . 3 ) 3 .7 9 ( 5 2 .1 , 1 0 0 ) 3 .7 6
D15 6 G lo b a l 1 1 ( 0 .0 ) 9 .4 2 ( . 9 7 , 0 ) 9 .4 2
T a b le  5 . 4 .  R e s u l t s  f o r  t e n  p ro b le m s .
o t h e r  hand was d i s p e n s e d  w i th  i n  one i t e r a t i o n  by  CMS. T h is  
i s  b e c a u s e  i n  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  t h e  s e a r c h  o c c u r r e d  a lo n g  
t h e  m e r i d i a n  upo n  w h ic h  t h e  optimum s o l u t i o n  e x i s t s .
In  t h e  l a r g e  m a j o r i t y  o f  c a s e s ,  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n  
makes a m a jo r  move to w a r d  t h e  g l o b a l  ( o r  l o c a l )  optim um , and 
t h e  r e m a in in g  i t e r a t i o n s  i n v o l v e  s m a l l  s t e p s  w h ic h  c o n t i n u ­
a l l y ,  b u t  s l o w l y ,  im p ro v e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  u n t i l  
a  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  i s  s a t i s f i e d .  I n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  
t h i s  p r o p e r t y  o f  t h e  a l g o r i t h m i c  s e a r c h  p a t t e r n ,  c o n s i d e r  
D a ta  S e t  D7 a s  s o l v e d  by  PPA:
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L o c a t i o n O b j e c t i v e  F u n c t i o n  
V a lu e
S t a r t i n g  S o l u t i o n : ( 3 2 . 3 , 0 ) 2 .7 9 7 6 9 9
I t e r a t i o n  1: ( 5 3 . 9 7 , 0 ) 2 .5 9 0 9 9
I t e r a t i o n  2 : ( 5 4 . 8 4 , 0 ) 2 .5 9 0 4 0 3
I t e r a t i o n  3: ( 5 4 . 8 6 , 0 ) 2 .5 9 0 4 0 2
C e r t a i n  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  some o f  t h e  t e n  D a ta  
S e t s  a r e  o f  i n t e r e s t  i n  l i g h t  o f  comments and  r e s u l t s  in  
C h a p te r  I I I .
1. D a ta  S e t s  D3 an d  D12 a r e  c o n t a i n a b l e  i n  a  d i s k  
o f  d ia m e te r  tt/ 2 ,  and  c a n  be  c o n s i d e r e d  v i a  C o n j e c t u r e  3 . 7 . 1 .
2. D a ta  S e t  D14 i l l u s t r a t e s  Fagna.no ' s  R e s u l t  
e x t e n d e d  t o  t h e  s p h e r e .
3. D a ta  S e t s  D7 t h r o u g h  D l l  d e m o n s t r a t e  a s p e c t s  
o f  S t e i n e r ' s  P ro b le m  on t h e  s p h e r e .  I t  can  be  e a s i l y  
v e r i f i e d  t h a t  t h e  optim um  s o l u t i o n  i s  a t  a  p o i n t  w h ic h  
fo rm s  a n g le s  o f  a t  l e a s t  120°  w i t h  t h e  t h r e e  v e r t i c e s  o f  
t h e  s p h e r i c a l  t r i a n g l e s  fo rm ed  by t h e  demand p o i n t s .  The 
g l o b a l  optimum f o r  D a ta  S e t  D l l  o c c u r s  a t  a  v e r t e x ,  w h ich  
h a s  an  a n g le  g r e a t e r  t h a n  1 2 0 ° .  T h e re  a r e  two a l t e r n a t e  
g l o b a l  o p t im a  f o r  D a ta  S e t  D IO , b u t  n e i t h e r  a l g o r i t h m  
r e a c h e d  one b y  u s i n g  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  a s  a  s t a r t i n g  
s o l u t i o n .  The a l t e r n a t e  o p t im a  o c c u r  a t  t h e  v e r t i c e s  
( - 3 0 ,2 0 )  and  ( - 3 0 , 1 6 0 ) .  The l o c a l  optim um , a t  w h ic h  
i t e r a t i o n s  s t o p p e d ,  i s  t h e  i n t e r i o r  p o i n t  o f  t h e  s p h e r i c a l  
t r i a n g l e  w h ic h  form s a n g l e s  o f  p r e c i s e l y  120° w i t h  l i n e s  
d raw n to  t h e  t h r e e  v e r t i c e s .
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4 .  D a ta  S e t  D15 h a s  a  c o n s t a n t  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
v a l u e .  E v e r y  p o i n t  on  t h e  s p h e r e  i s  o p t i m a l .
Now c o n s i d e r  a  p ro b le m  u s i n g  D a ta  S e t  D16 o f  
A ppendix  B. T h is  s i x  u n e q u a l l y  w e ig h t e d  demand p o i n t  
p ro b le m  was s o l v e d  b y  b o t h  a l g o r i t h m s  u s i n g  a  v a r i e t y  o f  
s t a r t i n g  s o l u t i o n s  c o n s i s t i n g  o f  t h e  optimum fo u n d  v i a  a 
E u c l id e a n  a s s u m p t i o n ,  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d ,  a l l  demand 
p o i n t s ,  t h e  a n t i p o d a l  p o i n t  t o  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  and  
a n t i p o d a l  p o i n t s  t o  a l l  demand p o i n t s .  By r e f e r r i n g  t o  
F ig u r e  5 . 2 ,  o n e  can  s e e  i n t u i t i v e l y  t h e  e x p e c t e d  "g o o d n e s s"  
o r  " b a d n e s s "  o f  t h e  r e s p e c t i v e  s t a r t i n g  s o l u t i o n s  r e l a t i v e  
t o  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  g l o b a l  optim um .
The c o m p u t a t i o n a l  r e s u l t s  a r e  e x h i b i t e d  i n  T ab le  
5 . 5 .  F o r  t h e  v a r i o u s  s t a r t i n g  s o l u t i o n s  u s e d ,  CMS p e r ­
form s b e t t e r  o v e r a l l  t h a n  PPA i n  r e a c h i n g  t h e  g l o b a l  op tim um . 
A ls o ,  i n  e x e c u t i o n  t i m e  CMS a c h i e v e d  t h e  s o l u t i o n  tw ic e  as  
f a s t ,  on t h e  a v e r a g e ,  a s  PPA.
O f p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  a r e  t h e  r e s u l t s  when s t a r t i n g  
s o l u t i o n s  S6 and  S8 a r e  u s e d .  A l th o u g h  th e y  a r e  l o c a l  
m in im a, CMS s u c c e s s f u l l y  e s c a p e s  t h e i r  g r a s p  an d  r e a c h e s  
t h e  g l o b a l  op tim um .
N o te  t h a t  i n  t h i s  p ro b le m  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  i s  
a  good s t a r t i n g  s o l u t i o n ,  and  i s  n o t  t o o  f a r  f rom  th e  o p t i m a l  
s o l u t i o n .  I n  f a c t ,  i t  i s  s i g n i f i c a n t l y  b e t t e r  t h a n  w h a t  
w ou ld  h a v e  b e e n  a c h i e v e d  i f  t h e  p ro b le m  had  f o r  some r e a s o n  
b e e n  s o l v e d  w i t h  a E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n .  T a b le  5 .6
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51 ( 4 7 . 6 , - 9 1 )  
P r o j . C e n t .
4 P 4 ( 2 5 , - 1 1 5 ) 2 0 .5 6 9 8 G l o b a l 6 P 4 ( 2 5 , - 1 1 5 ) 2 0 .5 6 9 8 G l o b a l
82 A n t ip o d e  
t o  31
6 P 5 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 2 1 .3 0 1 8 L o c a l 6 P 4 ( 2 5 , - 1 1 5 ) I I G l o b a l
S3 P l a n a r  
Optimum
10 P 3 ( 1 5 , - 2 0 ) 2 1 .0 7 6 6 L o c a l 7 I I I I
S4 P l ( - 1 2 , 4 8 ) 30 P 3 ( 1 5 , - 2 0 ) 21 .0 7 6 6 L o c a l 9 *• I I I I
55 P I ' 3 P 4 ( 2 5 , - 1 1 5 ) 20 .5 6 9 8 G l o b a l 9 I I I I I I
86 P 2 ( 6 5 , 7 5 ) 1 P2(65.75) 2 1 .0 7 8 9 L o c a l 9 I I I I
S7 P2 ' 4 P 5 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 2 1 .3 0 1 8 L o c a l 9 11 I I 11
58 P 3 ( 1 5 , - 2 0 ) 2 P 3 ( 1 5 , - 2 0 ) 2 1 .0 7 6 6 L o c a l 8 I I 11 I I
S9 P3' 2 P 4 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 21 .3 0 1 8 L o c a l 8 " I I I I
510 P 4 ( 2 5 , - i l 5 > 1 P 4 ( 2 5 , - 1 1 5 ) 2 0 .5 6 9 8 G l o b a l 2 I t I I I I
511 P4 ' 31 P 3 ( 1 5 , - 2 0 ) 2 1 .0 7 6 6 L o c a l 2
I I I I
S12 P 5 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 1 P 5 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 2 1 .3 0 1 8 L o c a l 2 P 5 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 2 1 .3 0 1 8 L o c a l
513 P5' 5 P 2 ( 6 5 , 7 5 ) 21 .0789 L o c a l 9 P 4 ( 2 5 , - 1 1 5 ) 2 0 .5 6 9 8 G l o b a l
S i 4  P 6 ( - 7 0 , - l I 0 ) 8 P 5 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 2 1 .3 0 1 8 L o c a l 7 P 5 ( - 3 0 , 1 7 5 ) 2 1 .3 0 1 8 L o c a l
515 P6 ' 3 P 2 ( 6 5 , 7 5 ) 21 .0 7 8 9 L o c a l 7 P 4 ( 2 5 , - 1 1 5 ) 2 0 .5 6 9 8 G l o b a l
T a b l e  5 . 5 .  R e s u l t s  f o r  D a ta  S e t  DI6,
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p r e s e n t s  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d ,  t h e  optimum
f o r  t h e  s p h e r e ,  an d  t h e  optimum found  by u s i n g  a C a r t e s i a n
2
c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  E .
L o c a t i o n
( L a t i t u d e ,
L o n g i t u d e )
O b j e c t i v e  F u n c t i o n  
Value
G re a t  C i r c l e E u c l i d e a n
Optimum 
f o r  S p h e re ( 2 5 , - 1 1 5 ) 20 .57 3 7 . 4 8 6
Optimum
f o r
( 9 . 4 4 , 2 1 . 0 2 ) 22 .195 2 5 . 2 1 4
P r o j e c t e d
C e n t r o i d ( 4 2 . 4 , - 9 1 ) 2 0 .90 3 5 . 4 3 4
T a b le  5 . 6 .  S p h e r e  v s .  p l a n e .  Data  S e t  D16
Using t h e  E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n  f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  
p r o b l e m  w i l l  r e s u l t  i n  an  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  e r r o r  o f  
a b o u t  18% and a  l o c a t i o n  e r r o r  o f  o v e r  1 0 , OOP m i l e s  !
The n e x t  exam ple  r e q u i r e d  t h e  a l g o r i t h m s  t o  s o l v e  
a  p r o b l e m  i n  t h e  p o l a r  r e g i o n s . D a ta  S e t  D17 o f  A p p e n d ix  B 
i n c l u d e s  t h e  c o o r d i n a t e s , i n  l a t i t u d e  and l o n g i t u d e  t o  t h e  
n e a r e s t  d e g r e e ,  o f  n i n e  e x p e r i m e n t a l  s t a t i o n s  an d  o t h e r  
s i t e s  i n  A n t a r c t i c a .  U s i n g  t h e  m in isum  c r i t e r i o n  a n d  
a s s u m i n g  e q u a l  w e i g h t s ,  an o p t i m a l  s o l u t i o n  was fo u n d  by  
b o t h  a l g o r i t h m s .  The p r o j e c t e d  c e n t r o i d  was u s e d  a s  a 
s t a r t i n g  s o l u t i o n .  PPA u s e d  t h r e e  i t e r a t i o n s  w h i l e  CMS 
u s e d  f o u r  i t e r a t i o n s  t o  r e a c h  t h e  optimum a t  ( - 8 7 . 7 9 , 8 9 . 7 8 ) .
With t h e  f o r e g o i n g  o b s e r v a t i o n s  i n  h a n d ,  two p ro b le m s
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f rom  t h e  l i t e r a t u r e  w ere  e x a m in e d .  Bo th  i n v o l v e d  s o l u t i o n  
o f  a  s i n g l e  f a c i l i t y  m in is u m  p r o b le m  by  u s i n g  a  E u c l i d e a n  
a s s u m p t i o n  a n d  l e t t i n g  l a t i t u d e  and l o n g i t u d e  r e p r e s e n t  t h e  
C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s .
F i r s t ,  c o n s i d e r  an  exam ple  p r o b le m  u s e d  by  Kuhn and  
Kuenne ( 1 9 6 2 ) .  The d a t a  ( D a t a  S e t  D18 o f  A p p e n d ix  B) c o n ­
s i s t s  o f  24 c i t i e s  o f  t h e  U k r a i n i a n  S o v i e t  S o c i a l i s t  
R e p u b l i c .  The w e i g h t s  a r e  e q u a l  t o  t h e  p r o p o r t i o n  each  h a d  
o f  t h e  p o p u l a t i o n  o f  t h e  100 l a r g e s t  R u s s i a n  c i t i e s  (as  
o f  1 9 6 1 ) .  The c o o r d i n a t e s  a r e  d e g r e e s  o f  n o r t h  l a t i t u d e  
and  e a s t  l o n g i t u d e  c o r r e c t  t o  t h e  n e a r e s t  f u l l  d e g r e e .  The 
l a t i t u d e  o f  K h a rk o v  i s  i n  e r r o r  by a b o u t  n i n e  d e g r e e s , 
b u t  s i n c e  Kuhn and  Kuenne e v i d e n t l y  u s e d  t h e  p u b l i s h e d  
c o o r d i n a t e s  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m ,  t h e y  w e re  a l s o  u s e d  f o r  
t h i s  ex a m p le .
B e f o r e  e x a m in in g  t h e  r e s u l t s ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  
p o i n t  o u t  t h a t  t h e  p o i n t s  c o u l d  e a s i l y  be  f i t  i n t o  an 800 
by 1000 m i l e  r e c t a n g l e ,  and  c e r t a i n l y  i n t o  a d i s k  o f  d i a m e t e r  
l e s s  t h a n  itR / 2 ,  w h e re  R i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  e a r t h .  By 
C o n j e c t u r e  3 . 7 . 1 ,  one  can  g u a r a n t e e  a g l o b a l  op timum.  Bo th  
a l g o r i t h m s  a c h i e v e d  t h e  g l o b a l  optimum u s i n g  t h e  p r o j e c t e d  
c e n t r o i d  a s  a  s t a r t i n g  s o l u t i o n .
I n  t h i s  p a r t i c u l a r  p r o b le m  t h e r e  i s  no s i g n i f i c a n t  
e f f e c t  on  l o c a t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  r e l a t i v e  to  
u s i n g  e i t h e r  t h e  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  o r  E u c l i d e a n  norm. 
However,  t h e r e  i s  a  d e f i n i t e  e f f e c t  on t h e  v a l u e  o f  t h e
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o b j e c t i v e  f u n c t i o n  ( s e e  T a b l e  5 . 7 ) .  T h i s  w ou ld  be  o f  s i g ­
n i f i c a n t  i n t e r e s t  i n  t h e  a r e a  o f  l o g i s t i c s ,  and  e s p e c i a l l y  
b u d g e t i n g ,  i n  any a t t e m p t s  t o  e s t i m a t e  t r a n s p o r t a t i o n  
r e q u i r e m e n t s / c o s t s .
L o c a t i o n  
( L a t i t u d e , 
L o n g i t u d e )
O b j e c t i v e  F u n c t i o n  
V a lue
G r e a t  C i r c l e E u c l i d e a n
Optimum 
f o r  S p h e re ( 4 7 . 7 9 5 , 3 5 . 2 4 0 2 ) .01293768 .01669464
2
Optimum E 
(HAP) ( 4 7 . 7 0 7 , 3 5 . 1 0 4 ) .01295154 .01663096
2
Optimum E 
(Kuhn/Kuenne) ( 4 7 . 6 , 3 5 . 3 2 ) .01296313 .0166528
T a b l e  5 . 7 .  S p h e r e  v s .  p l a n e .  D a t a  S e t  D18.
I t  i s  e a s y  t o  v e r i f y  t h a t  t h e  e r r o r  i n  o p t i m a l  
l o c a t i o n  i s  a b o u t  9 . 2 6  m i l e s ,  w h i l e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
v a l u e  e r r o r  i s  o f f  by  a b o u t  22%.
The l a s t  exam ple  i s  due t o  C h a p e l l e  ( 1 9 6 9 ) .  He 
c o n s i d e r e d  t h e  49 c o n t i n e n t a l  s t a t e s  p l u s  t h e  D i s t r i c t  o f  
Colum bia  a n d  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  o u t p u t  i n  f i r s t  c l a s s  
l e t t e r  m a i l  i n  t h e  y e a r  1965.  The o u t p u t  vo lume i n  pounds  
was a ssum ed  t o  o r i g i n a t e  f rom t h e  c a p i t a l  o f  e a c h  s t a t e .  
L a t i t u d e ,  l o n g i t u d e  and  w e i g h t  f o r  e a c h  p o i n t  l o c a t i o n  a r e  
fo u n d  i n  D a t a  S e t  D19 o f  A ppend ix  B. C h a p e l l e ' s  o b j e c t i v e  
was t o  o p t i m a l l y  l o c a t e  a  c e n t r a l  f a c i l i t y  f o r  t h e  p o s t a l  
s y s t e m ,  a s s u m i n g  p l a n e  g e o m e t ry .
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A l t h o u g h  t h e  r e g i o n  i s  l a r g e r  t h a n  i n  t h e  p r e v i o u s  
ex a m p le ,  i t  s t i l l  c a n  be  c o n t a i n e d  i n  a d i s k  o f  d i a m e t e r  
l e s s  t h a n  ttR / 2 .  B o th  a l g o r i t h m s  o f  C h a p t e r  I I I  r e a c h e d  
t h e  g l o b a l  s o l u t i o n ,  u s i n g  t h e  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  a s  a  
s t a r t i n g  s o l u t i o n ,  t a k i n g  s e v e n  i t e r a t i o n s  o f  CMS a n d  t h r e e  
i t e r a t i o n s  o f  PPA t o  meet  s t o p p i n g  c r i t e r i a .  I t  t o o k  65% 
l e s s  t im e  t o  s o l v e  t h e  p r o b le m  by CMS.
R e f e r r i n g  t o  T a b l e  5 . 8 ,  one  c a n  compare  t h e  r e s u l t s  
o b t a i n e d  by  e i t h e r  a  E u c l i d e a n  norm o r  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  
a p p r o a c h .  The e r r o r  i n  l o c a t i o n  i s  o n l y  30 m i l e s ,  y e t  
t h e  e r r o r  i n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  i s  o v e r  20%.
L o c a t i o n  
( L a t i t u d e , 
L o n g i t u d e )
O b j e c t i v e  F u n c t i o n  
Value
G r e a t  C i r c l e E u c l i d e a n
Optimum 
f o r  S p h e re ( 4 0 , 8 3 ) 780 ,065 9 8 7 .4 1 3
Optimum 
f o r  P l a n e ( 3 9 . 6 5 , - 8 3 . 4 5 ) 781 ,635 9 8 6 ,8 7 8
T a b l e  5 . 8 .  S p h e re  v s .  p l a n e .  D a t a  S e t  D 19 .
V . 3.  C o n c l u s i o n s
B a s e d  upon t h e  e x p e r i e n c e  o b t a i n e d  i n  s o l v i n g  a 
number  o f  s i n g l e  f a c i l i t y  m in isum  p r o b le m s  u s i n g  b o t h  
a l g o r i t h m s ,  t h e  f o l l o w i n g  c o n c l u s i o n s  can  be  drawn:
1.  Com par ing  t h e  two a l g o r i t h m s  i n  t h e i r  r u d i ­
m e n t a r y  f o r m ,  t h e  C y c l i c  M e r i d i a n  S e a r c h  (CMS) a l g o r i t h m  
i s ,  i n  g e n e r a l ,  f a s t e r  t h a n  t h e  P l a n a r  P r o j e c t i o n
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A l g o r i t h m  (P PA) . T h e r e  i s  a lways  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
g e t t i n g  s t u c k  on  a  r i d g e  and  z i g z a g g i n g ,  b u t  t h e  i n t e g r a l  
u s e  o f  random s e a r c h  d i r e c t i o n s  h e l p s  a v o i d  t h e s e  d i f f i ­
c u l t i e s  .
2 .  PPA i s  n o t  a s  l i k e l y  t o  r e a c h  t h e  g l o b a l  o p t i ­
mum a s  CMS. O t h e r  t h a n  t h e  o b s e r v a t i o n  t h a t  CMS can  "jump 
o u t "  o f  l o c a l  m in im a r e g i o n s  and  a c c e l e r a t e  i n  a  s e a r c h  
d i r e c t i o n ,  t h e r e  i s  no a p p a r e n t  a  p r i o r i  r e a s o n  f o r  i t s  
s u c c e s s .
3 .  No c a s e  o f  d i v e r g e n c e  was o b s e r v e d  f o r  e i t h e r  
a l g o r i t h m  i n  an y  p r o b l e m  a t t e m p t e d .  I n  a l l  c a s e s  a t  l e a s t  
a  l o c a l  minimum was o b t a i n e d .
4 .  The  p r o j e c t e d  c e n t r o i d  i s  a  good s t a r t i n g  s o l u ­
t i o n ,  b u t  w i l l  n o t  n e c e s s a r i l y  r e s u l t  i n  f i n d i n g  t h e  g l o b a l  
optimum.
5 .  A E u c l i d e a n  a s s u m p t i o n  f o r  e v e n  m o d e r a t e l y  
l a r g e  r e g i o n s  (800 b y  1000 m i l e s )  can  l e a d  t o  s i g n i f i c a n t  
e r r o r  i n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s .  T h i s  i s  b e c a u s e  a 
p l a n a r  a s s u m p t i o n  o v e r e s t i m a t e s  a c t u a l  d i s t a n c e .  A l s o ,  
s i g n i f i c a n t  e r r o r  i n  l o c a t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  f a c i l i t y  c a n  
o c c u r  i n  p ro b le m s  c o v e r i n g  r e g i o n s  a s  l a r g e  a s  a  h e m i s p h e r e .
CHAPTER VI
SUMMARY AND RECOMMENDATIONS FOR FUTURE RESEARCH
V I .1 I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  c h a p t e r  a  summary o f  r e s e a r c h  p e r f o r m e d  on 
t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  l o c a t i o n  p ro b le m  f o r  l a r g e  r e g i o n s  i s  
p r e s e n t e d .  Recommendations  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  a r e  i n c l u d e d  
t o  a s s i s t  i n  i d e n t i f y i n g  t o p i c s  w h ic h  w ou ld  e x t e n d  t h e  c u r ­
r e n t  r e s e a r c h  e f f o r t .
VI.  2 Summary
T h i s  r e s e a r c h  p r e s e n t s  an  e x t e n s i o n  o f  t h e  g e n ­
e r a l i z e d  Weber p r o b l e m  and o f  t h e  r e l a t e d  p r o b l e m  o f  m i n i ­
m i z a t i o n  o f  maximum d i s t a n c e .  The p r i m a r y  o b j e c t i v e s  w ere  
t o  i n v e s t i g a t e  t h e  e f f e c t  o f  a  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  on t h e  
p rob lem s  o f  i n t e r e s t ,  and t o  d e v e l o p  s o l u t i o n  p r o c e d u r e s  
t o  s o l v e  them.  The  r e s u l t s  w i l l  p e r m i t  g r e a t e r  r e a l i s m  
and a c c u r a c y  i n  s o l v i n g  l a r g e  r e g i o n  l o c a t i o n  p ro b le m s  
f o r  w h i c h  a E u c l i d e a n  ( p l a n a r )  a s s u m p t i o n  i s  i n a p p r o p r i a t e .
I n  C h a p t e r  1 t h e  n e c e s s i t y  o f  c o n s i d e r i n g  l o c a t i o n  
p ro b lem s  u n d e r  a  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  i s  d i s c u s s e d ,  a l o n g  
w i t h  p o s s i b l e  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  r e s e a r c h .  C h a p t e r  11 
t h e n  p r e s e n t s  a  l i t e r a t u r e  s u r v e y  o f  p r e v i o u s  r e s e a r c h
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c o n c e r n i n g  l a r g e  r e g i o n  l o c a t i o n  p r o b l e m s .
I n  C h a p t e r  I I I  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  g e n e r a l i z e d  
Weber p r o b l e m  i s  s t u d i e d ,  w h e re  t h e  g o a l  i s  t o  l o c a t e  a 
new f a c i l i t y  on t h e  s p h e r e  r e l a t i v e  t o  s e v e r a l  w e i g h t e d  
demand f a c i l i t i e s  such  t h a t  t h e  t o t a l  c o s t  o f  t r a n s p o r t a ­
t i o n  i s  m i n i m i z e d .  C o s t  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  s t r i c t l y  a 
f u n c t i o n  o f  g r e a t  c i r c l e  d i s t a n c e  and  demand p o i n t  w e i g h t s .
D i f f e r e n t  f o r m u l a t i o n s  and  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p ro b lem  
w e r e  d i s c u s s e d ,  a l o n g  w i t h  two new i t e r a t i v e  a l g o r i t h m s  
f o r  s o l v i n g  i t .  B o th  a l g o r i t h m s  w ere  programmed and  o p t i m a l  
s o l u t i o n s  w e re  o b t a i n e d  f o r  s e v e r a l  p r o b l e m s .  A p p l i c a t i o n  
o f  t h e  t e c h n i q u e s  t o  s o l v i n g  a m u l t i f a c i l i t y  l o c a t i o n -  
a l l o c a t i o n  p r o b l e m  i s  a l s o  d i s c u s s e d .
I n  C h a p t e r  IV t h e  o b j e c t i v e  o f  l o c a t i n g  a  f a c i l i t y  
t o  m i n i m i z e  t h e  maximum d i s t a n c e  t o  any  demand p o i n t  u n d e r  
a  g r e a t  c i r c l e  m e t r i c  was c o n s i d e r e d .  I t  i s  as sum ed t h a t  
t h e  number  o f  demand f a c i l i t i e s  i s  f i n i t e  and t h e i r  w e i g h t s  
a r e  a l l  e q u a l .  Two a p p r o a c h e s  t o  t h e  p r o b l e m  a r e  p r e s e n t e d ,
b o t h  o f  w h ic h  c a p i t a l i z e  on  e x i s t i n g  a l g o r i t h m s  t o  s o l v e
2 3t h e  E u c l i d e a n  norm p r o b le m  i n  E o r  E . P r o p e r t i e s  o f  t h e  
p ro b le m  a n d  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  s i n g l e  f a c i l i t y  t e c h n i q u e s  
t o  s o l u t i o n  o f  a  c e r t a i n  m u l t i f a c i l i t y  m in im ax  p ro b le m  a r e  
p r e s e n t e d .
C h a p t e r  V p r e s e n t s  r e s u l t s  o f  a p p l y i n g  t h e  a l g o r i t h m s  
i n  C h a p t e r  I I I  t o  a  number o f  exam ple  p r o b l e m s .  C o m p a ra t iv e  
e f f e c t i v e n e s s  i n  r e a c h i n g  t h e  g l o b a l  optimum i s  exam ined .
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V I . 3  Reconmended F u t u r e  R e s e a r c h
A number  o f  a r e a s  f o r  f u r t h e r  s t u d y  a r e  c l e a r l y  
a v a i l a b l e .  T hey  a r e :
1.  P e r f o r m  s e n s i t i v i t y  a n a l y s e s  f o r  t h e  two 
a l g o r i t h m s  i n  C h a p t e r  I I I  an d  compare  t h e i r  r e l a t i v e  
e f f i c i e n c y .
2.  Due t o  t h e  n a t u r e  o f  t h e  min isum p r o b l e m ,  an 
e f f i c i e n t  g l o b a l  a l g o r i t h m  a w a i t s  a  b r e a k t h r o u g h  i n  n o n -  
convex p ro g ram m in g .  I n  t h e  m e a n t im e ,  e f f o r t s  t o w a r d  d e v e l ­
o p i n g  good b o u n d s  u s i n g  a b r a n c h  and  bound t e c h n i q u e  w ou ld  
be f r u i t f u l .
3 .  W i th  r e g a r d  t o  e s c a p i n g  l o c a l  o p t i m a  i n  t h e  
m inisum p r o b l e m ,  i n v e s t i g a t e  d e v e lo p m e n t  o f  e x i s t i n g  t e c h ­
n i q u e s  t o  c a p i t a l i z e  o n  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  p r o b l e m .
4 .  D e v e lo p  an  e f f i c i e n t  t e c h n i q u e  t o  s o l v e  t h e  
s i n g l e  f a c i l i t y  m in im a x  p r o b l e m  w i t h  e q u a l l y  w e i g h t e d  
demand p o i n t s  when t h e  demand p o i n t s  fo rm a g l o b a l  s u b s e t .  
Based  on comments i n  C h a p t e r  IV, s u c c e s s  i n  t h i s  e n d e a v o r  
a w a i t s  a  b r e a k t h r o u g h  i n  s o l u t i o n  o f  t h e  " n o x i o u s  f a c i l i t y ” 
l o c a t i o n  p r o b l e m .
5.  D e v e lo p  a me thod  t o  s o l v e  t h e  w e i g h t e d  s i n g l e  
f a c i l i t y  and m u l t i f a c i l i t y  min im ax  p r o b le m  i n  t h e  g r e a t  c i r c l e  
m e t r i c .  I t  d o e s  n o t  a p p e a r  l i k e l y  t h a t  t h e  g e o m e t r i c  
a p p r o a c h  w o u ld  b e  f e a s i b l e  f o r  s u c h  p ro b le m s .
6.  R e c o g n i z i n g  t h a t  i n  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s  one 
i s  f a c e d  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  l a n d  c o v e r s  o n l y  a  s m a l l  p a r t
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o f  t h e  e a r t h ,  d e v e l o p  m e thods  w h ic h  w i l l  c o n s i d e r  c o n ­
s t r a i n t s  a s  t o  l o c a t i o n  o f  t h e  s e r v i c i n g  f a c i l i t y  ( b e s i d e s  
t h e  one r e s t r i c t i n g  i t  t o  t h e  s p h e r e ' s  s u r f a c e ) .
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APPENDIX A
CONVEXITY THEORY IN SPHERICAL GEOMETRY
A . I  P r e l i m i n a r y  D e f i n i t i o n s
I n  s p h e r i c a l  geom etry  one h a s  t h e  a x i o m a t i c  f r a m e ­
work. a s  s e t  f o r t h  by  Kay (1969)  w i t h  t h e  c a n o n i c a l  model  
b e i n g  t h e  u n i t  s p h e r e  i n  E u c l i d e a n  3 - s p a c e  g i v e n  by  lx| j^ = 
1.  I n  t h i s  m o d e l ,  t h e  s p h e r i c a l  m e t r i c  p ( x , y )  f o r  e a c h  
X an d  y i n  i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  m in o r  a r c  o f  t h e  g r e a t  
c i r c l e  j o i n i n g  x and  y , and  a ,  t h e  l e a s t  u p p e r  bound  f o r  
t h e  m e t r i c ,  h a s  t h e  v a l u e  i r . F u r t h e r ,  t h e  l i n e s  o f  t h e  
g e o m e t r y  a r e  g r e a t  c i r c l e s ,  a n d  i f  two p o i n t s  x  and  y a r e  
n o t  a n t i p o d a l  [ p ( x , y )  f  tt] t h e  l i n e  t h r o u g h  x  and  y i s  
u n i q u e  ; i n  t h i s  c a s e  t h e  l i n e  i s  d e n o t e d  xy .  Each  l i n e  can  
b e  c o o r d i n a t i z e d  f rom t h e  s e t  o f  numbers {A|-t t  < X < ir}
(the coordinate set) , with any point as origin (zero coordi­
nate) and such that if the coordinates of u and v are X and 
Vi, then p(u, V )  =  | X-p | if | X-p | <_ r , or p(u,v) = 2ir - 
I X-p I it I X-p I > tr. Betweenness can be defined by 
asserting that z is between x and y , if and only if x, y , 
and z  are distinct points and p(x,z) + p(z,y) = p(x,y).
I f  z i s  b e tw e e n  x and  y we d e n o t e  t h e  r e l a t i o n s h i p  by  ( x z y ) .
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For  an y  two p o i n t s  x  and  y su c h  t h a t  0 < P( x , y )  < ^ 
t h e  s e g m e n t  j o i n i n g  x an d  y , d e n o t e d  x y ,  i s  t h e  s e t  o f  
p o i n t s  { z | z = x ,  z = y , o r  ( x z y ) } .
2
D e f i n i t i o n  A . l  A s e t  C i n  S i s  s a i d  t o  b e  convex  i f  
f o r  e a c h  two p o i n t s  x a n d  y i n  C s u c h  t h a t  0 < p ( x , y )  < tt
2
t h e n  t h e  segm en t  x y C  C. The co n v ex  h u l l  o f  a s e t  A i n  S 
i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  convex  s e t s  c o n t a i n i n g  A, 
d e n o t e d  conv A.
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  a n  a r b i t r a r y  i n t e r s e c t i o n  o f
convex  s e t s  i s  co n v e x  ; h e n c e  conv A i s  a  co n v e x  s e t  f o r  e a c h
s u b s e t  A o f  S . A s e t  i s  convex  i f f  i t  e q u a l s  i t s  own c o n v e x
h u l l .  N o te  t h a t  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n  o f  c o n v e x i t y  a l l o w s
t h e  f o l l o w i n g  e x a m p le s  t o  be co n v ex  s e t s  : A h e m i s p h e r e ,  a
g r e a t  c i r c l e ,  a  l u n e ,  a n d  any  p a i r  o f  a n t i p o d a l  p o i n t s .
The c o n v e x  h u l l  o f  2 p o i n t s  i s  e i t h e r  a  s egm en t  o r  t h e
two p o i n t s  t h e m s e l v e s ;  t h e  convex  h u l l  o f  a  c l o s e d  h e m i s p h e r e
2
and a  p o i n t  n o t  on i t  i s  t h e  e n t i r e  s p h e r e  S .
One o f  t h e  i m p o r t a n t  ax ioms c o n c e r n i n g  b e t w e e n n e s s
2
on S i s  t h e  s o - c a l l e d  p l a n e  s e p a r a t i o n  p r o p e r t y  : Each
2 2 l i n e  L i n  S d i v i d e s  t h e  p o i n t s  o f  S i n t o  t h r e e  p a i r w i s e
d i s j o i n t  c o n v e x  s e t s  L,  , and  s u c h  t h a t  i f  xcH^ an d
ytH 2  t h e r e  e x i s t s  a  p o i n t  zeL s u c h  t h a t  ( x z y ) . The s e t s
H2  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  h a l f - s p a c e s  d e t e r m i n e d  b y  L,
and tw o  p o i n t s  w h ic h  l i e  i n  t h e  same h a l f - s p a c e  d e t e r m i n e d
by L a r e  s a i d  t o  l i e  on  t h e  same s i d e  o f  L.  Note  i n
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2
p a s s i n g  t h a t  a  h a l f - s p a c e  i s  a  h e m i s p h e r e  on S w i t h  i t s  
b o u n d a ry  ( g r e a t  c i r c l e )  d e l e t e d .
A h a l f - l i n e  o r  r a y  i s  i n  a s u b s e t  L ' o f  a l i n e  L o f  
t h e  fo rm  {u[X]jX^Q} w h e re  u[A] d e n o t e s  a c o o r d i n a t e  s y s t e m  
f o r  L; a  h a l f - l i n e  a lw a y s  c o n s i s t s  o f  a ( c l o s e d )  s e m i ­
g r e a t  c i r c l e .  The  p o i n t  u [ 0 ]  = x i s  c a l l e d  t h e  o r i g i n  o f  
t h e  r a y ,  and  i f  y i s  a  p o i n t  on L ' su c h  t h a t  0 < P ( x , y )  < , 
t h e  r a y  i s  d e n o t e d  x ^ .  I t  i s  shown by  Kay (1969) t h a t  i f  
zexy  w i t h  0 < p ( x , z )  < , t h e n  3 ^  = x^ .
An a n g l e  i s  t h e  u n i o n  o f  two r a y s  h a v i n g  t h e  same 
o r i g i n ,  t h e  two r a y s  b e i n g  c a l l e d  i t s  s i d e s  and  t h e  common 
o r i g i n  i t s  v e r t e x . I f  xy  an d  x$ a r e  t h e  s i d e s  o f  an  a n g l e  
t h e  n o t a t i o n  -^yxz  i s  u s e d .  The m e a s u re  ^ y x z  o f  t h e  a n g l e  
f y x z  i s  t h e  E u c l i d e a n  m e a s u r e  o f  t h e  a n g l e  fo rmed by t h e  
t a n g e n t s  t o  t h e  s i d e s  ley an d  xz a t  x  i n  3 - s p a c e .  Note
2
t h a t  a s t r a i g h t  a n g l e  ( h a v i n g  m e a s u r e  it) i s  a l i n e  on S ,
and  t h a t  e v e r y  o t h e r  a n g l e  i s  t h e  b o u n d a r y  o f  a r e g i o n  
2
on S u s u a l l y  c a l l e d  a l u n e  o r  s p h e r i c a l  s e c t i o n .
G iv en  t h r e e  d i s t i n c t  r a y s  xu ,  "xv, 1 ^  h a v i n g  t h e
same o r i g i n  x ,  we s a y  t h a t  x ^  l i e s  b e t w e e n  xu  and x ^ ,  and
we w r i t e  (xïî  x^ )  , i f  ^  uxv  + ^ v x w  = ^u x w .  The i n t e r i o r
o f  an a n g l e . ^ y x z  i s  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  l y i n g  on r a y s
w h ich  l i e  b e t w e e n  t h e  s i d e s  x ^  a n d " x z . (S ee  Kay (1969)
f o r  b e t w e e n n e s s  p r o p e r t i e s  o f  s e g m e n t s ,  r a y s ,  and t r i a n g l e s . )
2
I f  X, y , z a r e  3 d i s t i n c t  n o n c o 11i n e a r  p o i n t s  o f  S 
i t  f o l l o w s  t h a t  0 < P ( x , y )  < , 0 < P ( x . z )  < , and
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0 < P ( y , z )  < TT . T h u s ,  t h e  segm en ts  x y ,  y z ,  "zx e x i s t ,  t h e i r  
u n i o n  d e f i n i n g  a  s e t  c a l l e d  a t r i a n g l e , d e n o t e d  Axyz. I f  
f o r  e a c h  p o i n t  x  and  l i n e  L n o t  t h r o u g h  i t  H (x ,L)  d e n o t e s  
t h e  h a l f - p l a n e  d e t e r m i n e d  by L and c o n t a i n i n g  x ,  t h e  
i n t e r i o r  o f  t r i a n g l e  x y z  i s  by  d e f i n i t i o n  t h e  s e t  H ( x , ' ^ ) n  
H(y ,1^ )nH (z ,1c^ )  . I t  c a n  b e  shown t h a t  p i s  an  i n t e r i o r  
p o i n t  o f  t r i a n g l e  x y z  i f f  t h e  l i n e  Icp i n t e r s e c t s  yz a t  a
p o i n t  w such  t h a t  (.xpw) and  (ywz). a n d  s i m i l a r l y  w i t h  l i n e s
a n d  The C r o s s b a r  P r i n c i p l e  (Kay 1969) t h e n  shows
t h a t  (xy  x^ 3cÈ) .
2
F i n a l l y ,  a  c i r c l e  on S i s  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  a t  
a  f i x e d  d i s t a n c e  ( r a d i u s ) from a f i x e d  p o i n t  ( c e n t e r ) .
2
N o te  t h a t  a c i r c l e  w i t h  r a d i u s  tt/ 2 i s  a l s o  a l i n e  on S ;
t h e  c e n t e r  o f  any  o t h e r  c i r c l e  may b e  c h o s e n  i n  s u c h  a
manner  t h a t  t h e  r a d i u s  i s  l e s s  t h a n  tt/ 2.  The i n t e r i o r  o f
a  c i r c l e  o f  r a d i u s  r  i s  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  a t  a  d i s t a n c e
2
l e s s  t h a n  r  f ro m  t h e  c e n t e r .  A d i s k  on S i s  a  c i r c l e  o f  
r a d i u s <  it/ 2 and  i t s  i n t e r i o r  ; t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k  i s  
t h e  c e n t e r  o f  t h e  c i r c l e  d e f i n i n g  i t .  ( C i r c l e s  and t h e i r  
i n t e r i o r s  a r e  n o t  c o n v e x  s e t s  i f  t h e i r  r a d i i  a r e  g r e a t e r  
t h a n  TT/2. )
2
A . 2 Some T o p o lo g y  on S
2
Given any  s e t  A on  S a p o i n t  x  i s  c a l l e d  an  
i n t e r i o r  p o i n t  o f  A i f  x i s  t h e  c e n t e r  o f  some d i s k  w h ich  
i s  e n t i r e l y  c o n t a i n e d  by A. A p o i n t  x i s  c a l l e d  an  
e x t e r i o r  p o i n t  o f  A i f  x i s  t h e  c e n t e r  o f  some d i s k  w h ich
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i s  e n t i r e l y  d e v o i d  o f  p o i n t s  o f  A. A p o i n t  w h ich  i s  n e i t h e r
an i n t e r i o r  o r  e x t e r i o r  p o i n t  o f  A i s  c a l l e d  a b o u n d a r y
p o i n t . We d e n o t e  by  i n t  A , e x t  A, and bd A , r e s p e c t i v e l y ,
t h e  s e t  o f  a l l  i n t e r i o r  p o i n t s  o f  A,  t h e  s e t  o f  a l l  e x t e r i o r
p o i n t s  o f  A, an d  t h e  s e t  o f  a l l  bo u n d a ry  p o i n t s  o f  A,
c a l l e d  t h e  i n t e r i o r , e x t e r i o r ,  and b o u n d a r y  o f  A. A s e t  K
i s  c l o s e d  i f  bd  K C  K (K c o n t a i n s  i t s  b o u n d a r y  p o i n t s ) .
A s e t  i s  open  i f  i n t  K D  K ( e v e r y  p o i n t  o f  K i s  an  i n t e r i o r
2
p o i n t  o f  K ) . I t  e a s i l y  f o l l o w s  t h a t  f o r  an y  s e t  K i n  S , 
i n t  K = K \ b d  K H  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  o f  K w h ic h  do n o t  
b e l o n g  t o  b d  K.
A s e t  K i n  any m e t r i c  s p a c e  i s  c a l l e d  com pac t  
i f  f o r  e a c h  s e q u e n c e  o f  p o i n t s  {x^} i n  K some s u b s e q u e n c e
{x } c o n v e r g e s  i n  t h e  m e t r i c  t o  a  p o i n t  x  i n  K ( t h a t  i s ,
" k  2
l i m  p ( x , x  ) = 0 ) .  S i n c e  S i s  i t s e l f  a compact  s u b s e t  o f
k-̂ oo 2
a m e t r i c  s p a c e  i t  f o l l o w s  t h a t  any c l o s e d  s u b s e t  K o f  S i s
com pac t .  To s e e  t h i s ,  assume {x ) C  K and  t h a t  l i m  p ( x , x  )
2 "  k - -  "k
= 0 f o r  some xeS and some s u b s e q u e n c e  {x } o f  { x ^ l .nk  n
Then i f  x^K c e r t a i n l y  x  i s  a  boundary  p o i n t  o f  K: e v e r y  d i s k
w i t h  X  a s  c e n t e r  c o n t a i n s  p o i n t s  i n  K (n am e ly ,  t h e  p o i n t s
X f o r  l a r g e  enough  k s u c h  t h a t  p ( x , x  ) < r a d i u s  o f  t h e
"k
d i s k ) ,  and  a  p o i n t  n o t  i n  K. (nam e ly ,  x  i t s e l f } . S i n c e  K 
i s  c l o s e d ,  bd  KC.  K o r  x e K, a  c o n t r a d i c t i o n .  H ence ,  x  e K 
an d  {x } c o n v e r g e s  t o  a p o i n t  i n  K p r o v i n g  t h a t  K i s  
c o m p a c t .
A w e l l - k n o w n  r e s u l t  o f  t o p o l o g y  i s  t h a t  i f  f  i s
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any r e a l - v a l u e d  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  d e f i n e d  on a compact  
s u b s e t  K o f  a  m e t r i c  s p a c e ,  t h e r e  e x i s t  p o i n t s  a n d  kg i n
K s u c h  t h a t  f ( k ^ )  i s  t h e  a b s o l u t e  minimum o f  f  on K a n d
f ( k g )  i s  t h e  a b s o l u t e  maximum.
D e f i n i t i o n  A . 2 A ( t o p o l o g i c a l )  s e p a r a t i o n  o f  a s u b s e t  A
o f  a m e t r i c  s p a c e  i s  a p a i r  o f  d i s j o i n t  open  s e t s  U, V
s u c h  t h a t  U a n d  V b o t h  i n t e r s e c t  A a n d  A C  U V V. A s e t
A i s  c o n n e c t e d  i f  i t  h a s  no such  s e p a r a t i o n .  (T hus ,  A i s
c o n n e c t e d  i f  a n d  o n l y  i f  f o r  e a c h  p a i r  o f  d i s j o i n t  open
s e t s  U, V s u c h  t h a t  A C  U U V, t h e n  e i t h e r  A C  U o r  A C  V.)
2
Common e x a m p le s  o f  c o n n e c t e d  s e t s  i n  R a r e  p o i n t s ,  
s e g m e n t s ,  a r c s ,  c o n t i n u o u s  c u r v e s ,  g r a p h s  o f  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n s ,  a n d  co n v ex  s e t s .  To s e e  t h a t  a  s eg m en t  i s  c o n ­
n e c t e d ,  l e t  i t s  e n d p o i n t s  be  p and q ,  and l e t  t h e  segm en t  
b e  p a r a m e t r i z e d  by {X1 O^X^length  o f  ”̂ = 6 } ,  w i t h  p ^ c ^  
s u c h  t h a t  pQ = p a n d  Pg = q.  I f  (U,V) i s  a  s e p a r a t i o n  o f
M  t h e n  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  one can  assum e p .  e U,
1
p^ E V, w i t h  X^ < Xg. L e t  Xq be  t h e  l e a s t  u p p e r  b o u n d  o f
t h e  s e t  X < X„ s u c h  t h a t  p .  e U. Then  p,  i  V , o r  e l s e- 2 X X Q
t h e r e  e x i s t s  a d i s k  D c e n t e r e d  a t  p .  c o n t a i n e d  i n  V; by
d e f i n i t i o n  o f  X^ a s e q u e n c e  {X^} -+ Xq e x i s t s  w i t h  p^ c U,
and h e n c e  l i m  p ,  = p ,  s o  p. e D C  V f o r  a l l  s u f f i c i e n t l y  
n-»-<» n 0 n
l a r g e  n ,  c o n t r a d i c t i n g  t h e  d i s j o i n t n e s s  o f  U a n d  V. Hence
p^ e U. S i n c e  Xq _< Xg and p^ e V one m us t  h a v e  Xq ^  Xg, 
and  p^ e V f o r  Xq < X £  Xg. L e t  { X^} be  a  s e q u e n c e  c o n ­
v e r g i n g  t o  X_ s u c h  t h a t  X_ < X' < X„. Then  l i m  p , , = p.
^ U n 2  n^oo ^0
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and i n  t h e  same manner  t h a t  e V was p r o v e d  one  o b t a i n s
n______________________________ __
t h e  c o n t r a d i c t i o n  p ^ , c U. T h e r e f o r e ,  no  s e p a r a t i o n  o f  pq
n
e x i s t s  and pq  i s  c o n n e c t e d .  (The d e f i n i t i o n  o f  c o n v e x i t y  
can  now b e  shown t o  i m p l y  t h e  c o n n e c t e d n e s s  o f  an y  convex  
s e t . )
The t y p e  a r g u m e n t  u s e d  above  t o  p r o v e  t h e  c o n n e c t e d -
2
n e s s  o f  a  l i n e  s e g m e n t  i n  R w i l l  o c c u r  l a t e r  i n  a  s l i g h t l y  
d i f f e r e n t  c o n t e x t .  F i r s t  an o b v i o u s  p r o p e r t y  o f  c o n n e c t e d  
s e t s  i s  e s t a b l i s h e d .
2
Lemma A .1 I f  A i s  any  c o n n e c t e d  s e t  i n  R w hich
c o n t a i n s  two p o i n t s  o n  o p p o s i t e  s i d e s  o f  a  l i n e  L , t h e n  L
p a s s e s  t h r o u g h  a  p o i n t  o f  A.
P r o o f  : The two s i d e s  o f  L fo rm  two open  s e t s  U and
V s u c h  t h a t  U U V U L = R ^ . Hence A C U U V U L .  I f
A r> L = b t h e n  A C  U U V, w i t h  A m e e t i n g  b o t h  U a n d  V.
Hence (U.V) s e p a r a t e s  A, d e n y in g  t h e  c o n n e c t e d n e s s  o f  A.
R e c a l l  t h a t  i f  f  i s  an y  r e a l  v a l u e d  f u n c t i o n  o f  a
r e a l  v a r i a b l e ,  t h e  g r a p h  o f  f ,  d e n o t e d  g r a p h  f ,  i s  t h e
2
s u b s e t  o f  R c o n s i s t i n g  o f  a l l  p o i n t s  w i t h  c o o r d i n a t e s  
(C , f  (S)  ) , w h e r e  E. i s  r e a l  and v a r i e s  on  t h e  domain  o f  f .
I t  w i l l  be  c o n v e n i e n t  t o  augment  t h i s  s e t  i n  t h e  c a s e  o f  a 
d i s c o n t i n u o u s  f u n c t i o n .
D e f i n i t i o n  A . 3 L e t  f  be  any b o u n d e d  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  
o f  a  r e a l  v a r i a b l e  d e f i n e d  on an i n t e r v a l  a E B.
The au g m e n te d  g r a p h  o f  f  i s  t h e  s e t  g r a p h  f  V T , d e n o t e d
148
b y  g r a p n * f ,  where  T c o n s i s t s  o f  a i l  l i n e  segm en ts  j o i n i n g  
( Y , f ( Y ) )  w i t h  (Y.Yj^) a n d  (Y,Y2 ^.  w here  a < y 1  B and 
Y2  = l i m  supç_^^f(Ç) ,  Y2  = l i m  i n f ^ ^ ^ f ( C )  . ( R e c a l l  t h a t  
l i m  supç_^^f(Ç) and l i m  inf__^^f (Ç)  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  
m a x im a l  an d  m in im a l  v a l u e s  t o  w h ic h  s e q u e n c e s  f c o n ­
v e r g e  f o r  c o n v e r g i n g  t o  y . )  L e t  d e n o t e  t h e
s eg m en t  ( p e r h a p s  d e g e n e r a t e )  j o i n i n g  t h e  t h r e e  c o l l i n e a r  
p o i n t s  ( Y , f ( Y ) ) ,  (y.Yj^) a n d  (Y. Y2 ) e a c h  a < y 1  3.
2
Lemma A .2 The au g m e n te d  g r a p h  i n  R ( g r a p h * f )
o f  any  bounded  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  f  o f  a r e a l  v a r i a b l e
i s  c o n n e c t e d .
P r o o f : U s in g  t h e  same n o t a t i o n  as above ,  f o r  e a c h
( y , 6 )  t  g r a p h * f  t h e n  a £  y £  S an d  ( y , 0 )  l i e s  on . ( I f
f  i s  c o n t i n u o u s  a t  y , T^ = t h e  s i n g l e  p o i n t  ( Y , f ( Y ) ) - )
Suppose  g r a p h * f  i s  n o t  c o n n e c t e d .  Then g r a p h * f  h a s  a
2
s e p a r a t i o n  (U,V) w i t h  U.V d i s j o i n t  open  s u b s e t s  o f  R ,
g r a p h ^ f C .  U V V, and g r a p h * f  m e e t s  b o t h  U and V. S i n c e
T^ i s  c o n n e c t e d  f o r  a l l  y t h e n  e i t h e r  T ^ C  U o r  T^ C  V
f o r  a l l  a _< Y £  B . S i n c e  a l l  p o i n t s  o f  g r a p h * f  l i e  on
some T t h e n  f o r  c e r t a i n  v a l u e s  Yt and  Yo. T C  U and  
y  i
T^ O  V; one c a n  assume t h a t  y^ < Y2 - L e t  Yq be  t h e  l e a s t
u p p e r  bound o f  a l l  Y £  Yo s u c h  t h a t  T C. U. Then T C2 U,
^  Y Y q
f o r  o t h e r w i s e ,  T C. V, an d  b v  d e f i n i t i o n  o f  Yq t h e r e  e x i s t s
Y q
a s e q u e n c e  { y ^ }  c o n v e r g i n g  t o  Y q  s u c h  t h a t  Y ^  1  Y q  and 
T^ C  U. L e t  (Y ^ .5 ^ )  E T^ ; s i n c e  {6^} i s  bounded  t h e r e  
e x i s t s  a  s u b s e q u e n c e  {6, } o f  (6 } ( w r i t i n g  k i n  p l a c e  o f  n, )
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s uch  c h a t  {5^} c o n v e r g e s  t o  some 5^.  Hence l i m  i n f f ( $ )
< < l i m  supr_^ f ( ç )  and  (v ,6^,) e T . But  i f  T C  V
-  u -  Yq 0 u Y q  y o
t h e r e  i s  a  d i s k  D i n  R e n t e r e d  a t  ( y g . é g )  and  c o n t a i n e d  i n  
V. S i n c e  l i m  = (Yg>«g) h a s  e D C V  f o r
k-*-c»
a l l  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  k.  But ( y ^ , 5^) £ C  U, c o n t r a ­
d i c t i n g  t h e  d i s j o i n t n e s s  o f  U and V. T h e r e f o r e ,  T C  U
and s i n c e  C  V, Yg Y2  • ^1 1  ^0 '•'2'
Yq < Y 1 ^ 2 '  ^  d e f i n i t i o n  o f  Yg- Now l e t
be a s e q u e n c e  c o n v e r g i n g  t o  Yq such  t h a t  y^ > Yq f o r  a l l  n . 
Thus ,  T^ • C  V. L e t  (Y^, c T^ ; i n  t h e  same manner  a s  
b e f o r e  i t  can  be  shown t h a t  f o r  a  c e r t a i n  s u b s e q u e n c e  
{(Yj^,6^)} o f  {  ̂ t h e  p o i n t  b e l o n g s  t o  b o t h
U and  V f o r  a l l  k s u f f i c i e n t l y  l a r g e ,  i n  c o n t r a d i c t i o n .
T h i s  f i n a l  c o n t r a d i c t i o n  p r o v e s  t h a t  t h e r e  i s  no s e p a r a t i o n  
o f  g r a p h * f , an d  g r a p h * f  i s  c o n n e c t e d .
O b s e rv e  t h a t  i f  f  i s  c o n t i n u o u s ,  g r a p h * f  = g ra p h  f , 
and one  o b t a i n s  t h e  w e l l -k n o w n  r e s u l t ;
2
C o r o l l a r y  A .2  1 The g ra p h  i n  R o f  a  c o n t i n u o u s  
r e a l  f u n c t i o n  i s  c o n n e c t e d .
A . 3 S u p p o r t  L i n e s
2
S uppose  C i s  a convex  s e t  on S and  L i s  a l i n e  
su c h  t h a t  C l i e s  e n t i r e l y  on L o r  on one  s i d e  o f  L ( t h a t  
i s ,  C C  L U , w h e re  i s  one o f  t h e  h a l f - s p a c e s  d e t e r ­
mined  by L) a n d  L i n t e r s e c t s  C a t  l e a s t  a t  one  p o i n t .
Then L i s  c a l l e d  a  l i n e  o f  s u p p o r t  f o r  C. Two f u n d a m e n t a l  
lemmas c o n c e r n i n g  s u p p o r t  l i n e s  a r e  now s t a t e d  and p r o v e d .
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2
Lemma A . 3 G iven  any  c o n v e x  c l o s e d  s e t  C C S  
and  a  p o i n t  p i n  i t s  b o u n d a r y , t h e r e  e x i s t s  a l i n e  o f  s u p ­
p o r t  f o r  C p a s s i n g  t h r o u g h  p .
P r o o f  : I f  C i s  z e r o -  o r  o n e - d i m e n s i o n a l  t h e  c l a i m
i s  o bv ious  s i n c e  C C  L f o r  some l i n e  L. Hence assume C 
i s  t w o - d i m e n s i o n a l  and p e b d  C. Choose any l i n e  Lq t h r o u g h  
p .  I f  Lg i s  n o t  a l r e a d y  a  l i n e  o f  s u p p o r t  t h e r e  e x i s t  two 
p o i n t s  o f  C on o p p o s i t e  s i d e s  o f  L^,  q a n d  s ,  n o t  on L g , 
and  t h u s  a p o i n t  r  on Lq s u c h  t h a t  ( .qrs)  ; by c o n v e x i t y  o f  C, 
r  e C. T hus ,  t h e  s e t  o f  r a y s  ^  f o r  w h ich  x e C O  H w here  
H i s  t h e  o p p o s i t e  s i d e  o f  Lq a s  s ,  i s  nonem pty .  A c c o r d i n g l y ,  
s e t
0Q = s u p { e  = ^  x p r}  , 0 < 0g £  TT,
f o r  X  e C O  H. I t  i s  c l a i m e d  t h a t  i f  r a y  p j ^  i s  d e t e r m i n e d
i n  Lg Ü H s u c h  tha t-^^Xgpr  = 9 q t h e n  l i n e  pXg =  L i s  a  l i n e
o f  s u p p o r t  o f  C t h r o u g h  p .
F i g u r e  A . I .
I f  L i s  n o t  a  l i n e  o f  s u p p o r t  t h e r e  e x i s t  p o i n t s  o f  C on  
o p p o s i t e  s i d e s  o f  L,  and t h u s  a  p o i n t  y e C l i e s  on t h e  r '- 
s i d e  o f  L w h e re  r a y  p r ' o p p o s e s  p r  on Lq . I f  y c H t h e n
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( p r ' ^  p%^) f o l l o w s  f rom  p r o p e r t i e s  o f  b e t w e e n n e s s  (Kay 
1969) and 6  = ' J  y p r  > •^x^p r  = 9q,  c o n t r a d i c t i n g  9q 1  6
F i g u r e  A .2 .
( d e f i n i t i o n  o f  9 g ) . Hence y l  Lq U H ' w here  H ' i s  t h e  Xq ' • 
s i d e  o f  L q . B u t  y e Lq i m p l i e s  p i s  i n t e r i o r  t o  Ayqs and
F i g u r e  A . 3.
s i n c e  C i s  c o n v e x  w i t h  y,  q ,  and s i n  C . i y q s  and  i t s  i n t e r i o r  
b e l o n g  t o  C. H ence ,  p c i n t  C, a  c o n t r a d i c t i o n  (an  i n t e r i o r  
p o i n t  c a n n o t  b e  a  b o u n d a r y  p o i n t ) . Hence y e H' and  t h e  
r a y  p y ' o p p o s i n g  py l i e s  on  t h e  H s i d e  o f  L q .  S i n c e  ( y p x ' )  
h o l d s  f o r  some p o i n t  x '  e C t h e n  x '  t  C A  H a n d  6 q > 6 '
=4C x ' p r .  By d e f i n i t i o n  o f  9q t h e r e  e x i s t s  x e C H  H s u c h  
t h a t  6 ’ < 6  < 9q w h e re  9 = 4 . x p r .  Then  i t  f o l l o w s  t h a t  
(Kay 1969 ,  p .  63) ( ^  ^ )  and t h a t  p £ i n t  C, a
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c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,  L i s  a  l i n e  o f  s u p p o r t  t h r o u g h  
P-
F i g u r e  A . 4 .
2
Lemma A . 4 L e t  K b e  a  c l o s e d  s u b s e t  o f  S , w i t h
X  i  K .  T h e re  e x i s t s  p e bd  K s u c h  t h a t  t h e  p e r p e n d i c u l a r
L t o  l i n e  a t  p i s  a l i n e  o f  s u p p o r t  o f  K.
P r o o f  : D e f i n e  t h e  f u n c t i o n  f  on K by  s e t t i n g
f ( k )  = p ( x , k ) , f o r  e a c h  k e K. I t  i s  w e l l  known t h a t  t h e
m e t r i c  i t s e l f  i s  c o n t i n u o u s  i n  i t s  own t o p o l o g y  ( t h a t
d e f i n e d  by  d i s k s ) ,  s o  i t  f o l l o w s  t h a t  f  i s  a  c o n t i n u o u s ,  
r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  d e f i n e d  on a com pac t  s e t .  By an 
e a r l i e r  comment ( c o m p a c t n e s s .  S e c t i o n  A .2 )  f  t a k e s  on i t s  
a b s o l u t e  minimum a t  some p o i n t  p c K. S i n c e  p ( p , x )  _< p ( k , x )
f o r  a l l  k  e K i t  f o l l o w s  t h a t  p i s  n o t  i n t e r i o r  t o  K.
Hence p c bd K. C o n s i d e r  t h e  p e r p e n d i c u l a r  L t o  xp  a t  p .
I t  L w ere  n o t  a  l i n e  o f  s u p p o r t  t h e r e  w o u ld  e x i s t  a  p o i n t  
y c K on  t h e  x - s i d e  o f  L (y ^ L ) , and  h e n c e  ( F i g u r e  A . 5)
^ x p y  <  t t / 2 .  N o w , x  /  p y ,  f o r  o t h e r w i s e  y £ xp w h ic h
means ( s i n c e  x  ^  y )  e i t h e r  (yxp)  o r  x £ C  K by c o n v e x i t y
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F i g u r e  A . 5.
o f  K, a c o n t r a d i c t i o n ,  o r  (xyp) w h ich  w ou ld  im p ly  p ( x , y )  < 
p ( x , p ) ,  a c o n t r a d i c t i o n .  Take  f i r s t  t h e  c a s e  p ( x , p )  < t t / 2 .  
L o c a te  z , t h e  f o o t  o f  x , o n  l i n e  py.  Then s i n c e  p ( x , z )  £  
p ( x , p )  < T r / 2  one  h a s  p ( x , z )  < t t / 2  an d  i t  f o l l o w s  (Kay 
1969,  p .  114) t h a t  p ( x , z )  < p ( x , p ) .  Hence z /  K o r  e l s e  
t h e  d e f i n i t i o n  o f  p c K i s  c o n t r a d i c t e d .  Thus  y # z and  
p ( x , z )  < p ( x , y ) .  L e t  m be t h e  m i d p o i n t  o f  s e g m e n t  
t h e n  p (p ,m )  = p (m ,y )  < t t / 2  s i n c e  p ( p , y )  = i t  i m p l i e s  y z  px .
By Kay (1969 ,  p .  32) e i t h e r  ( z p m ) , z = p ,  ( m z p ) , m = z ,
(m z y ) , z = y ,  o r  (myz) h o l d s .  The c a s e s  z = p and z = y a r e
r u l e d  o u t  s i n c e  z ^ K. A l s o ,  s i n c e  p ,  y e K a n d  K i s  convex
one c a n n o t  h a v e  z c ; t h e r e f o r e  (mzp) ,  m = z ,  and (mzy) 
c a n n o t  h o l d .  T h i s  l e a v e s  (zpm) o r  ( m y z ) . I f  (zpm) t h e n  
s i n c e  t h e  s i d e s  o f  t r i a n g l e  xpz a r e  e a c h  < t t / 2  t h e  E x t e r i o r
Angle Theorem (Kay 1969) gives-jCmpx > ^ x z p  = i r / 2 .  But
^ m p x  = ^ y p x  < TT/2 ( s i n c e  y and  x a r e  on  t h e  same s i d e  o f  L) , 
w hich  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .  T h i s  l e a v e s  t h e  c a s e  (myz) .  H e r e ,  
p ( x , z )  < t t / 2  and  p ( x , p )  < t t / 2  im p ly  p(x ,m )  < t t / 2  and ,  in
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t u r n ,  p( x , y )  < t t / 2  by  Kay (1969,  p .  9 8 ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  
E x t e r i o r  A ng le  Theorem p r o d u c e s  ^ x y p  xym > ^ x z y  = t t / 2  
> f x p y  an d  by  Theorem 3 1 .5  i n  Kay ( 1 9 6 9 ) ,  p( x , y )  < p( x , p)  , 
a c o n t r a d i c t i o n  s i n c e  y c K. T h i s  c o m p l e t e s  t h e  c a s e  
p( x, p)  < TT/2. I f  p( x , p)  2. TT/2 t h e n  t h e  s i t u a t i o n  i s  as  
p i c t u r e d  i n  t h e  f i g u r e  be lo w .
F i g u r e  A . 6 .
H e r e , c h o o s e  x on w i t h  p( x ' , p )  = t t / 2  and  z on L su c h
t h a t  ( x ' y z ) .  Then p( x , y)  < p( x , z )  + p ( x ' , x )  <_ p ( x , p ) ,  a
c o n t r a d i c t i o n .  T h i s  i s  s e e n  i n  t h e  f o l l o w i n g :  
p( x , y )  _< p ( x , x ' )  + p ( x ' , y )
< p ( x , x )  + P ( x ' , z )
= p ( x . x ' )  + p ( x ' , p )
= P( x, p)
T h e r e f o r e ,  no su c h  p o i n t  y c K e x i s t s  a n d  L i s  a  l i n e  o f  
s u p p o r t .
2
Lemma A.5  G iven  a c l o s e d  convex  s e t  K o f  S c o n ­
s i s t i n g  o f  more t h a n  one  p o i n t  and  a p o i n t  x  /  K s u c h  t h a t
no  l i n e  t h r o u g h  x  c o n t a i n s  K, t h e r e  e x i s t  e x a c t l y  two
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d i s t i n c t  r a y s  xb^  and  x b 2  w i t h  c bd K, k = 1 , 2 ,  such  
t h a t  t h e  l i n e s  a r e  s u p p o r t  l i n e s , and  t h e  r a y  xu f o r  
e a c h  u  e K e i t h e r  c o i n c i d e s  w i t h  xb^ ,  o r  xb ^ ,  o r  l i e s  
b e t w e e n  xbj^ and x b 2 -
P r o o f  : S in c e  no  l i n e  t h r o u g h  K c o n t a i n s  x and K 
i s  n o t  a p o i n t , t h e r e  i s  a segm en t  y^ÿ^  C  K s u c h  t h a t  
z e and  y^ and  y 2  l i e  on o p p o s i t e  s i d e s  o f  l i n e  x z .
D e f i n e  t h e  bounded  nonem pty  s e t s ;
Sk ={ 0 j^=4 ^zxtij^| Uj^eK, u^ l i e s  on  t h e  y ^ - s i d e  o f  x z , 
k = 1 , 2 }
L e t  0 *  < IT be  t h e  l e a s t  u p p e r  bound o f  , k  = 1 , 2 .  Choos­
i n g  a s e q u e n c e  {b^} s u c h  t h a t  b^  c xu^  fN K f o r  each  k ,  a 
s u b s e q u e n c e  {b^} c o n v e r g e s  t o  some p o i n t  b^  c K ( s i n c e  K 
i s  compact)  su ch  t h a t  8 ^  =-^zxbj^ ,  k = 1 , 2 .
F i g u r e  A . 7.
O bse rve  t h a t  b, c bd  K, f o r ,  i f  b,  ̂ bd K t h e n  b.
i s  a n  i n t e r i o r  p o i n t  o f  K, i n  w h ich  c a s e  a  d i s k  D a b o u t  b.
l i e s  b e t w e e n  xu  a n d  xz a n d  u i s  on t h e  y ^ - s i d e  o f  xz
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l i e s  i n  K; b u t  t h e n  t h e r e  e x i s t  u e D H  V su c h  t h a t  r a y  
xb^
w i t h  6 = ^  zx u  = < z x b j^  + ^ b ^ x u  > 4  zxbj^ = 0 ^ ,  c o n t r a d i c t i n g  
t h e  f a c t  t h a t  0 ^  i s  a n  u p p e r  bound  f o r  .
Now, i f  xb^ i s  n o t  a  s u p p o r t  l i n e  o f  K t h e r e  e x i s t s  
p o i n t s  Uj ,̂ o f  K on  o p p o s i t e  s i d e s  o f  l i n e  x b ^ , a n d  t h e  
segm ent  u^u^ i n t e r s e c t s  xb^  a t  a  p o i n t  u ^ ; i f  u ^  /  r a y  
xbj^ o r  Uj = X t h e n  x z  conv  {u^ ,U 2 , z ) C  K c o n t r a d i c t i n g  
X K. Hence Ug c xb^  and u^  x ,  s o  t h a t  a p o i n t  u c  
u^u^ C i  K s u c h  t h a t  r a y  xb^ l i e s  b e tw e e n  xu and xz and  u 
i s  on  t h e  y ^  s i d e  o f  xz^ w i t h  Q =  - 4 .  zxu  > # z x b ^  = 6 ^
( a s  b e f o r e ) ,  i n  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,  xb^ i s  a  s u p p o r t  
l i n e  o f  K.
F i n a l l y ,  i f  u  i s  any  p o i n t  o f  K t h e n  u l i e s  b o t h  
on  t h e  b 2  s i d e  o f  x b ^ , and t h e  b^ s i d e  o f  x b ^ .  T h a t  i s ,  
u z  [H(^^x , b 2 ) n  H ( ^ ^ , b j ^ )  ] VJ x ^  U xb'^ an d  u l i e s  on x b ^ , 
x b 2 , o r  i s  a n  i n t e r i o r  p o i n t  o f  t h e  a n g l e  bj^xb 2 - Hence 
e i t h e r  xu c o i n c i d e s  w i t h  xb^  o r  x b 2 , o r  xu  l i e s  b e t w e e n  
xb^  and x b 2 .
(N o te  t h a t ,  i n  p a r t i c u l a r ,  z e K so  (xb^  x z  x b 2 ) 
o r  . ^ z x b ^  + - ^ z x b 2  = ^ b ^ x b 2  £  ~ and ^ 2  — ^ ^
2
Leirma A . 6  G iven  a  c l o s e d  co n v ex  s e t  V o f  S , w i t h  
p o i n t s  X /  V an d  b c bd V s u c h  t h a t  i s  a s u p p o r t  l i n e  
t o  V a t  b . T h e r e  e x i s t s  a  p o i n t  x on bd  V an d  u  e xb su c h  
t h a t  u x '  i s  a  s u p p o r t  l i n e  o f  V a t  x '  an d  p ( u , x ' )  = p ( x , u ) .
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P r o o f  : L e t  g b e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :  F o r  e a c h
u  c"xB l e t  u '  d e n o t e  t h a t  p o i n t  on H bd V n e a r e s t  u ,
w h e re  d e n o t e s  t h e  u n i q u e  l i n e  o f  s u p p o r t  o f  V f ro m  u
d i f f e r e n t  f rom t h e  s u p p o r t  l i n e  xb (Lemma A . 5 ) . Then t a k e  
g ( A ) =  g ( u ^ )  = p ( u ^ , u p  - p ( x . u ^ ) ,  0 < A _< e , w h e r e  u^
d e n o t e s  a p a r a m e t r i z a t i o n  o f  segm en t  xb such  t h a t  p ( b , u ^ )  = A, 
w i t h  Uq = b and  Ug = x .  N o te  t h a t
g ( 0 )  = p ( b , b ' )  -  p ( x , b )  = - p ( x , b )  < 0 ,  g(B) = p ( x , x ' )  - p ( x , x )  
= p ( x , x ' )  > 0 .
2
The a u g m en ted  g r a p h  o f  g i n  R ( c o o r d i n a t e d  by 
( Ç , n ) )  i s  c o n n e c t e d  by  Lemma A . 2 ,  w i t h  t h e  p o i n t s  ( 0 , g ( 0 ) )  
and  ( 6 , g ( 8 ))  on o p p o s i t e  s i d e s  o f  t h e  l i n e  n = 0  ( t h e  S - a x i s ) ;
h e n c e  (y .O )  e g r a p h * g  f o r  some y ,  0 £ y £ 6.  I f  g i s
c o n t i n u o u s  a t  Y t h e n  l i m  i n f ^ ^ ^ g ( A )  = g ( y )  = l i m  sup^_,.^
g(A) a n d  ( y , 0) = (Y, g ( Y ) . I n  t h i s  c a s e  one h a s  g ( y )  = 0 ,
o r ,  p ( u ^ , u ^ )  = P ( x , u ^ ) .
However ,  g may be  d i s c o n t i n u o u s  a t  Y ; so  i t  i s  
d e s i r e d  t o  show t h a t  g h a s  a s i m p l e  jump d i s c o n t i n u i t y  a t  
any s u c h  p o i n t .  From t h e  n a t u r e  o f  t h e  b o u n d a r y  o f  a  co n v ex  
s e t  i t  i s  c l e a r  t h a t  f o r  p o i n t s  u^ w i t h  A < y t h e  c o r r e s ­
p o n d i n g  p o i n t  u^ on bd  V p r e c e d e s  o r  c o i n c i d e s  w i t h  u.J,, 
t a k i n g  a c o u n t e r c l o c k w i s e  o r i e n t a t i o n  ( p a r a m e t r i z a t i o n )  
o f  bd  V. F o r ,  i f  u,  f o l l o w s  u ' on bd  V ( F i g u r e  A . 8 ) t h e n
^  T
bu^  m e e t s  l i n e  u^u^ a t  a  p o i n t  v  s u c h  t h a t  e i t h e r  v  = u^ 
o r  uJ i s  b e tw e e n  v  a n d  b ,  s i n c e  u  u '  i s  a  l i n e  o f  s u p p o r t
A Y I
o f  V a n d  t h e  p o i n t s  b an d  u^ c a n n o t  l i e  on o p p o s i t e  s i d e s
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o f  . By th e  C r o s s b a r  P r i n c i p l e  (Kay 1969) and  r e l a t e d  
i d e a s ,  t h e  segm en t  m e e t s  u^b a t  some p o i n t  w i n t e r i o r
t o  b o t h  s e g m e n t s , an d  h en ce  V c o n t a i n s  p o i n t s  and  b on 
o p p o s i t e  s i d e s  o f  l i n e  , c o n t r a d i c t i n g  t h e  f a c t  t h a t
i s  a  l i n e  o f  s u p p o r t  o f  V.
X
bd  V
F i g u r e  A . 8 .
Now l e t  Y b e  a p o i n t  o f  d i s c o n t i n u i t y  o f  g.
L e t  A-̂ y” ( t h a t  i s ,  A a p p r o a c h e s  Y f r o m  v a l u e s  l e s s  t h a n  y ) •
S i n c e  b d  V i s  com pact  some s e q u e n c e  {A^} o f  A 's  i s  such
t h a t  {u ' } c o n v e rg e s  to  a p o i n t  v ,  bd  V. I f  l i m  u/ # v-,
t h e n  a n o t h e r  s e q u e n c e  f o f  A 's  i s  s u c h  t h a t  {u^ } con-
*  f *  ^v e r g e s  t o  V2  # on  b d  V. But t h e  l i n e  u^ u^ c o n v e rg e s
t o  t h e  l i n e  u ^ v ^ , a n d  t h i s  l i n e  m u s t  b e  a  l i n e  o f  s u p p o r t
t o  V f rom u  . S i n c e  t h e r e  a r e  e x a c t l y  two s u c h  s u p p o r t  l i m  
(Lemma A . 5 ) ,  u^v^ m us t  be e i t h e r  L^  o r  x b ; i t  i s  o b v io u s
t h a t  u^v^ = L^ . S i m i l a r l y ,  u^V^ = L^ an d  h e n c e  b o th
an d  V2  l i e  on L^ = u u '  w i t h  v^ a n d  c o i n c i d i n g  w i t h  o r
Y
p r e c e d i n g  u^ on bd V. But by  d e f i n i t i o n  o f  u ^ ,
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P(u^.Vj^) > P ( u ^ , u ^ )  , k = 1 . 2
and  i f  i n e q u a l i t y  p r e v a i l s  t h e n  w ou ld  f o l l o w  u^ on b d  V, 
w h ich  i s  i m p o s s i b l e .
Hence
P ( u . ^ . V j ^ )  =  P C u ^ . u . ^ )
w i t h  V, e L . Hence v. = u '  f o r  k  = 1 , 2 .  T h i s  p r o v e s  K u^ K y
t h a t  l i m  u !=  u ‘ a n d  h e n c e  
X -y- ^
l i m -  g(X) = l im_ [ p ( u .  , u ’ ; - p ( x , u ,  ) ]  = p ( u  , u ’ ) -  p ( x , u  ) = g ( y ) . 
X^y X-̂ y  ̂ ^ ^ ^ ^ ^
By an a rg u m e n t  e x a c t l y  s i m i l a r  i t  can  b e  shown t h a t
i f  u ” i s  t h a t  p o i n t  on A  bd  V f a r t h e s t  f r o m  u.  ̂ t h e n
and
l i m  u- = u -
X-*-y
lim, g(X) = p(u ,u"; - p(x,u ) =  a
X-y ^ ^ T Y
S i n c e  pCu^ .u^)  > p (u ^ ,u .^ )  we have
p (u^ ,u ;^ ;  -  P ( x , u ^ ) >  g (y )
o r
l i m  g(X) = a > g ( y ) .
X+y^ '
Hence i f  g i s  d i s c o n t i n u o u s  a t  y t h e n
l i m  g(X) = a > g ( y )  = l im _  g ( X ) .
X-*-y ^ X-»y
Thus i t  f o l l o w s  t h a t
l i m  in f^ ^ .^g (X )  = m i n { g ( y ) , a ^ }  = g ( y )
l i m  s u p ^ ^ ^ g (X )  = m a x { g ( y ) , a ^ }  =
and  ( y , 0 ) c g r a p h * g  i m p l i e s  ( y , 0 ) l i e s  on t h e  seg m en t
d e t e r m i n e d  by t h e  p o i n t s  ( y , g ( y ) ) ,  ( y , o ^ )  a n d  g (y )  £  0  < a.^.
T h a t  i s ,
p(u^,u^) - Plx,u^) < 0 < p(u^,u;^) - p(x,u^)
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P(u^.u^) < P(x.u^) < p(u^,uT^.
S i n c e  p (u ^ ,v )  v a r i e s  c o n t i n u o u s l y  f rom  p (u ^ ,u V )  t o  p ( u ^ , u ” ) 
a s  V  v a r i e s  on t h e  segm en t  u / u ^ , t h e  o r d i n a r y  I n t e r m e d i a t e  
V alue  Theorem g u a r a n t e e s  a p o i n t  v  on u^u]|^ C  bd  V s u c h  t h a t
P ( u ^ , v )  = p ( x , u ^ ) .
Thus i n  a l l  c a s e s  i t  h a s  b e e n  p r o v e n  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a 
p o i n t  x '  on bd  V and u such  t h a t  ^ x j x ' i s  a s u p p o r t  l i n e  o f  
V a t  x '  and  p ( u , x ' )  = p ( x , u )  .
D e f i n i t i o n  A . 4 The C a r a t h e o d o r y  number  c i s  t h e  l e a s t  
i n t e g e r  f o r  w h ic h  i t  i s  t r u e  t h a t  f o r  any s e t  A and  any
p o i n t  X c conv  A t h e r e  e x i s t  c p o i n t s  a ^ .............a^  o f  A
such  t h a t  X c  convCa^^, a ^ } .
Lemma A .7  The number c ( C a r a t h e o d o r y )  i s  e q u a l  t o  
3 i n  s p h e r i c a l  s p a c e ,  a s  i t  i s  on t h e  p l a n e .
P r o o f  : I t  i s  c l e a r  t h a t  c ^  3 by c o n s i d e r i n g  t h e
c a s e  A = { a ^ , a 2 , a ^ } , th e  v e r t i c e s  o f  a n o n d e g e n e r a t e
s p h e r i c a l  t r i a n g l e .  Hence i t  s u f f i c e s  t o  show t h a t  c ^  3. 
2
L e t  A C S  and  su p p o se  x c conv A; a l s o ,  s u p p o s e  x A, 
f o r  o t h e r w i s e  one  may s im p l y  t a k e  a^  = a 2  = a^  = x  an d  t h e  
r e s u l t  i s  t r i v i a l .  Assume f i r s t  t h a t  A i s  c o n t a i n e d  by 
some c l o s e d  h e m i s p h e r e .  C o n s i d e r  t h e  two c a s e s  : x c bd
conv A and  x e  i n t  conv  A. I f  x e b d  conv  A l e t  L b e  a 
l i n e  o f  s u p p o r t  o f  conv  A a t  x  a n d  H t h e  A - s i d e  o f  L i f  
A L ; h e r e  i t  f o l l o w s  t h a t  x e c o n v { a ^ ,  8 2 ) f o r  a p a i r  o f
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p o i n t s  , ag t  A ( a n d  we t a k e  a^  = a - 2 so  t h a t  x e conv  
{ a ^ , a £ . a ^ } ) .  F o r ,  i f  no p o i n t  o f  L l i e s  i n  A t h e n  H i s  
a  co n v e x  s e t  c o n t a i n i n g  A b u t  n o t  x ,  w h ich  i m p l i e s  t h e  c o n ­
t r a d i c t i o n  X e  c o n v  A C  c o n v  H = H, s i n c e  x  ^ H. T h u s ,  
t h e r e  m us t  e x i s t  a  e A H  L . C o n s i d e r  t h e  two o p p o s i n g  r a y s  
on  L w i t h  o r i g i n  x ,  s a y  and , w i t h  a c R ^ . Now A O  
R . ^  (p f o r  o t h e r w i s e  H V  {x} i s  a  convex  s e t  c o n t a i n i n g  
A b u t  n o t  X .  L e t  a ^  t  A A  R ^ , k =  1 ,  2,  b e  s u c h  t h a t  p ( x , a ^ )  
i s  m i n im a l  ( a s s u m in g  f o r  t h e  moment t h a t  A i s  c l o s e d ;  t h e  
a rg u m e n t  f o r  t h e  c a s e  when A i s  n o t  c l o s e d  i s  v e r y  s i m i l a r ) .
I f  p ( x ,  a^ )  + p ( x ,  a ^ )  2  ^ t h e n  x t  conv{a^^. a 2 ) and  c o n v { a ^ , 3 2  ̂
c o n t a i n s  a l l  t h e  p o i n t s  o f  A A  L (by  t h e  m i n i m a l  p r o p e r t y  
o f  p ( x , a ^ ) , k  = 1 , 2 ) ;  t h e n  one w ould  h av e  t h e  convex  s e t  
H U  c o n v t a ^ , 8 2 ) c o n t a i n i n g  A b u t  n o t  x ,  a  c o n t r a d i c t i o n .
Hence p ( x ,  a^ )  +  p ( x , a 2 ) < and  i t  f o l l o w s  t h a t  x c  =
c o n v l a ^ , a 2 ^  ■ T h i s  c o m p l e t e s  t h e  c a s e  x e bd  conv  A.
I f  X  e i n t  conv  A t h e n  l e t  D be  a  d i s k  c e n t e r e d  
a t  X  w i t h  D C  c o n v  A. T h e r e  must  e x i s t  a^  c  A s u c h  t h a t  
a^ l i e s  i n  t h e  o p e n  h e m i s p h e r e  H whose  c l o s u r e  c o n t a i n s  A, 
f o r  o t h e r w i s e  A w o u ld  b e  c o n t a i n e d  i n  t h e  l i n e  L w h ic h  
d e t e r m i n e s  H and  c o n v  A C. L o r  D ^  conv A, a  c o n t r a d i c t i o n .  
Hence a^  t  A A H a n d  we c o n s i d e r  l i n e  xa^^ an d  t h e  two
s i d e s  H^ an d  Rg x a ^ . C e r t a i n l y  A A  H^ ^ <t> f o r  k = 1 , 2 ,  
o r  e l s e  conv  A O  conv(A O  and  D ^  c o n v  A. The c l o ­
s u r e  o f  A A H^ ( t h e  s e t  A A  H^ and a l l  i t s  b o u n d a r y  p o i n t s  
d e n o t e d  c l ( A  A H ^ ) ) i s  c o m p a c t ,  so t h e r e  c a n  b e  fo u n d
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& 2  E c l ( A  A  and e c l (A  A  H^) s u c h  chac  . ^ a ^ x a ^  and 
J^ a ^ x a ^  a r e  m ax im al  ( F i g u r e  A .9 ) .  I f  + ^ a ^ x a ^  j.  ^
t h e n  a l l  o f  A w ou ld  l i e  on one s i d e  o f  a  l i n e  t h r o u g h  x 
and  we w o u ld  h a v e  D ^  conv  A. Hence ^ a ^ x a ^  +  ^ a ^ x a ^   ̂
and  t h e r e  a c c o r d i n g l y  e x i s t  a£  e A A , a^  c A A  H2  such  
t h a t ^  a ^ x a 2  + ^a^^xa^ > tt ( F i g u r e  A .9 )  . I t  f o l l o w s  s i n c e
F i g u r e  A .9 .
a^  E H an d  a 2 , a^  c H O  L, t h a t  x i s  an  i n t e r i o r  p o i n t  o f  
t r i a n g l e  a ^ a 2 a 2 . T h i s  i m p l i e s  t h a t  x  e c o n v { a ^ ,  a 2 . a ^ ) , 
f i n i s h i n g  t h e  c a s e  when A l i e s  i n  a c l o s e d  h e m i s p h e r e .
F i n a l l y ,  i f  A does  n o t  b e l o n g  t o  a  c l o s e d  h e m i s p h e r e  t h e n  
l e t  H b e  a  c l o s e d  h e m i s p h e r e  w h ic h  c o n t a i n s  x ,  and  d e f i n e  
t h e  s e t  A' = A A  H. Then
conv  A' = conv  (A A  H) = conv  A C \  conv  H = ( c o n v  A) A  H 
and  s i n c e  x b e l o n g s  t o  b o t h  conv  A an d  H we h a v e  x e  conv  A ' 
w h e re  A'  i s  c o n t a i n e d  by a c l o s e d  h e m i s p h e r e .  By t h e  p r e ­
c e d i n g  c a s e ,  X c c o n v { a ^ ,  8 2 , a^} w h e re  a ^ ,  a 2 , b e l o n g
t o  A ' , and t h e r e f o r e ,  a l s o  t o  A.
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2
A . 4 Convex P o l y t o p e s  on S
A convex  p o l y t o p e  i s  t h e  c o n v e x  h u l l  o f  a  f i n i t e
s e t  o f  p o i n t s .  As i n  c l a s s i c a l  c o n v e x i t y ,  e v e r y  convex 
2
p o l y t o p e  i n  S i s  com pac t .  The q u e s t i o n  o f  when conv A i s
2
compact  i s  n o n t r i v i a l  even  th o u g h  on  S any  c l o s e d  s e t  i s  
c o n p a c t .  J u s t  as  i n  t h e  p l a n e ,  t h e r e  e x i s t  c l o s e d  s e t s  A 
s u c h  t h a t  conv  A i s  n o t  c l o s e d ;  Take a p a i r  o f  a n t i p o d a l  
p o i n t s  a ,  a ' a n d  a c i r c l e  C t h r o u g h  a ' o f  r a d i u s  l e s s  t h a n  
t t / 2  ( F i g u r e  A. 1 0 ) .  Then t a k e  A = a  U C; t h e  co n v ex  h u l l  
o f  A i s  c l e a r l y  t h e  open h e m i s p h e r e  c o n t a i n i n g  C, t o g e t h e r  
w i t h  a and  a ' - - n o t  a c l o s e d  s e t .
F i g u r e  A . 10.
I t  i s  now shown t h a t  i f  A i s  f i n i t e  t h e n  conv  A 
i s  c l o s e d  ( t h e r e f o r e  c o m p a c t ) .
2
Lemma A . 8  Any co n v ex  p o l y t o p e  o n  S i s  c o m p a c t ,
P r o o f : L e t  A = { a ^ , a ^ } , and  c o n s i d e r  a  b o u n d a r y
p o i n t  X o f  conv  A; i t  i s  shown t h a t  x  e conv  A, p r o v i n g  
t h a t  conv  A c o n t a i n s  i t s  b o u n d a r y  p o i n t s .  F o r  eac h  i n t e g e r
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k  = 1 , 2 , . . .  l e t  be  t h e  d i s k  c e n t e r e d  a t  x h a v i n g  r a d i u s  
1 / k .  Then D, c o n t a i n s  a p o i n t  x, e conv  A, and  l i m  x, = x 
( s i n c e  l i m  p ( x , x . )  = 0 ) .  S i n c e  S^has  C a r a t h e o d o r y  number
k^co
3 (Lemma A . 7) t h e r e  e x i s t  f o r  e a c h  k  a  s e t  o f  3 p o i n t s
a ,  , a .  , and  a ,  from a ,  , . . . , a„  s u c h  t h a t  x, e conv6 ^  L  n  K
{a ,  , a« , a ^  } .  S i n c e  A i s  f i n i t e  t h e r e  i s  a s u b s e q u e n c e
^k ^k  ^k
{ k '}  o f  k ' s  f o r  w h ich  a ,  i s  c o n s t a n t l y  e q u a l  t o  a  i n  A.
^k '  "
Hence x, , e c o n v t a  ,  a . ^  , a -  }. A g a i n ,  a  s u b s e q u e n c e  {k"}
^ ^  ^ k '  ^ k '
o f  { k ' }  e x i s t s  such  t h a t  a., = a, e A a n d ,  f i n a l l y ,  a
2 k -  V
s u b s e q u e n c e  { i}  o f  { k " } s u c h  t h a t  a^  = a ^ .  H ence ,  a
s u b s e q u e n c e  i i }  o f  {k> e x i s t s  s u c h  t h a t  x^ t  c o n v { a^ ,  a ^ ,  a ^ } ,
w i t h  l i m  x^ = X .  S i n c e  conv  { a ^ ,  a ^ ,  a^} i s  e i t h e r  a
p o i n t ,  a  s e g m e n t ,  a  l i n e ,  o r  a  n o n d e g e n e r a t e  t r i a n g l e  
a n d  i n t e r i o r  ( t h e r e f o r e  c l o s e d ) , i t  f o l l o w s  t h a t  x  e 
c o n v { a ^ ,  a ^ ,  a ^ l  C. conv  A, as  was t o  h a v e  b e e n  p r o v e d .
APPENDIX B 
DATA FOR EXAMPLE PROBLEMS
L a t i t u d e
Number L o n g i t u d e  W eigh t
r o i n t  D eg rees
( 0 . 1 8 0 )
( 0 , 3 6 . 8 6 )
DI
See
F i g u r e
( 3 0 , - 6 0 )
( 0 .
( 0 , 4 0 )
D2
See
F i g u r e
( 0 , 5 5 )
( 0 , 1 4 5 )
( 0 , 1 6 0 )
( 0 , 9 0 )
( 7 0 , 7 0 )





F i g u r e
( 5 0 , 6 0 )
( 3 0 , 2 0 )
( 2 0 , 10)
( 0 , 0 0 .9 0 )
( 1 0 , 3 0 )
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Number DemandP o i n t
L a t i t u d e  
L o n g i t u d e  Weight  
i n  D e g re e s
D4
See




( 9 0 , 0 )  1 
( 0 . 2 0 )  2 
( 0 , 1 0 0 )  1
'  "A 'A
^4 ( 4 0 , 1 6 0 )  1 'W-
( 0 . 9 0 ) • ■ 3
D5
See




( 3 0 , - 6 0 )  1 
( 0 , 1 8 0 )  1 
( 0 , 4 0 )  1
-  -
^ 3




F i g u r e
5 . 1
A ( 0 , 1 0 )
^2 ( 0 . 1 6 )
" 3
( 0 , 2 0 )
( 0 , 7 0 )
" 5
( 0 , 8 0 )
^6 ( 0 , 1 2 0 )
^7 ( 0 , 1 3 6 )
^8 ( 0 , 1 4 0 )
P 9 ( 0 , 1 8 0 )
^10 ( 0 , - 1 0 )
^11 ( 0 , - 8 0 )
^12 ( 0 , - 9 0 )





~ L a t i t u d e
Number * . L o n g i t u d e  W eigh t
r o i n t  D egrees
( 6 0 , - 3 0 )
( 6 0 , 3 0 )D7
( - 6 0 . 0 )
P( 6 0 , - 9 0 )
( 6 0 , - 3 0 )D8
( - 6 0 , - 6 0 )
P
( 9 0 , 0 )
D9 ( 3 0 , 2 0 )
( 3 0 ,1 3 0 )
( 9 0 , 0 )
( - 3 0 , 2 0 )
( - 3 0 , 1 6 0 )
P
DIO
( 0 , 0 )
( 5 0 , 8 0 )




Number DemandP o i n t
L a t i t u d e  
L o n g i t u d e  W eig h t  
i n  D egrees
( 9 0 . 0 )  I
?2 ( 8 0 . 4 5 )  1DI2 /  2 e \
" 3
( 4 0 . 1 0 )  1 / • P 3
^4 ( 6 0 . 8 0 )  1 L
( 0 . 2 0 )  1
^ 2
^2 ( 9 0 . 0 )  1D13 /  /  \
P 3 ( 0 . 1 0 0 )  1
P 4 (4 0 .1 6 0 )  2
D14
( 0 .2 0 )
^ 2
( 9 0 . 0 )
P 3 (0 .1 0 0 )
P 4 (4 0 .1 6 0 )
D15
^ 1
( 9 0 , 0 )
^ 2
( - 9 0 . 0 )
( 0 . 0 )
( 0 . 9 0 )
P 5 ( 0 , - 9 0 )
Pe (0 .1 8 0 )
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L a t i t u d e
Number Demand P o i n t  L o n g i t u d e  W eigh t
i n  D e g re e s
D ie
See
F i g u r e
5 . 2
( - 1 2 . 4 8 )
( 6 5 , 7 5 )
( 1 5 , - 2 0 )
( 2 5 . - 1 1 5 )
( - 3 0 , 1 7 5 )
( - 7 0 , - 1 1 0 )
1 . 5  
3





P , -N o rw a y  
S t a t i o n
( - 7 0 , 0 )
P . -A m u n d s e n -  
S c o t t  S t n .
P , - P a l m e r  
S t a t i o n
( - 9 0 , 0 )
( - 6 5 , - 6 5 )
0°  M e r i d i a n
P , - B y r d
S t a t i o n
D17 P c - L i t t l e  
A m e r i c a
( - 8 0 , - 1 2 0 )
( - 7 8 , - 1 6 0 )
^ 3 ^
/
P f - P o r t
M a r t i n
( - 6 6 , 1 4 0 )
^5
Py-Mawson ( - 6 8 , 6 2 ) .80°
P g - M i m y y ( - 6 6 , 9 4 )
Pq-Am e r i c a n ( - 7 0 , 7 5 )
Number D18:
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C i t y L a t i t u d eL o n g i t u d e Weight C i t y
L a t i t u d e
L o n g i t u d e W eigh t
Minsk ( 5 4 . 2 8 ) 0 . 0 1 2 Zhdanov ( 4 7 . 3 8 ) 0 .0 0 7
Lvov ( 5 0 . 2 4 ) 0 . 0 1 0 S t a l i n e ( 4 8 . 3 7 ) 0 . 0 1 6
K i s h i n e v ( 4 7 . 2 8 ) 0 .0 0 5 Makeyevka ( 4 8 . 3 8 ) 0 .0 0 8
O dessa ( 4 6 . 3 1 ) 0 .0 1 4 G c r lo v k a ( 4 8 . 3 8 ) 0 . 0 0 7
N i k o l a e v ( 4 7 . 3 2 ) 0 .0 0 5 T ag a n ro g ( 4 7 . 3 9 ) 0 .0 0 5
K herson ( 4 7 . 3 3 ) 0 . 0 0 4 K r a s n o d a r ( 4 5 . 3 9 ) 0 .0 0 7
S e v a s t a p o l ( 4 5 . 3 4 ) 0 . 0 0 4 R o s to v ( 4 7 . 4 0 ) 0 . 0 1 4
S i m f e r o p o l ( 4 5 . 3 4 ) 0 .0 0 4 S h a k h ty ( 4 8 . 4 0 ) 0 . 0 0 4
K r i v o i  Rog ( 4 6 . 3 4 ) 0 .0 0 9 K ad iy ev k a ( 4 9 . 3 9 ) 0 . 0 0 4
Dnep r o  dz e r h i n s k ( 4 8 . 3 5 ) 0 .0 0 4 Kharkhov ( 4 1 . 3 7 ) 0 . 0 2 1
D n e p r o p e t r o v s k ( 4 8 . 3 5 ) 0 .0 1 5 K iev ( 5 0 . 3 1 ) 0 .0 2 6
Z aporozhe ( 4 8 . 3 6 ) 0 . 0 1 0 Gomel ( 5 2 . 3 1 ) 0 . 0 0 4
Number D19:
Demand
P o i n t C i t y
L a t i t u d e
L o n g i t u d e W eigh t
1 Montgomery .  Alabama ( 3 2 ° 2 3 ' , - 8 6 ° 1 7 ' ) 6 2 ,6 5 0
2 J u n e a u .  A l a s k a ( 5 8 ° 2 5 ’ , - 1 3 4 ° 3 0 ' ) 1 , 1 6 3
3 P h o e n i x .  A r i z o n a ( 3 3 ° 3 0 ' , - 1 1 2 ° 0 0 ' ) 2 2 ,2 8 8
4 L i t t l e  Rock .  A r k a n s a s ( 3 4 ° 4 2 ' , - 9 2 ° 1 6 ' ) 2 0 ,9 1 6
5 S a c r a m e n t o .  C a l i f o r n i a ( 3 8 ° 3 5 ' , - 1 2 1 ° 3 0 ' ) 394 .1 3 9
6 D e n v e r ,  C o l o r a d o ( 3 9 ° 4 4 ' , - 1 0 4 ° 5 9 ' ) 4 7 , 4 5 3
7 H a r t f o r d .  C o n n e c t i c u t ( 4 1 ° 4 5 ' , - 7 2 ° 4 0 ' ) 7 4 ,8 1 3
8 D over ,  D e la w a r e ( 3 9 ° 1 0 ' , - 7 5 ° 3 0 ' ) 1 5 ,8 6 3
9 W a s h i n g t o n .  D.C. (38°50* , - 7 7 ° 0 0 ' ) 2 3 8 ,4 7 6
1 0 T a l l a h a s s e e .  F l o r i d a (3U°25 ' , - 8 4 ° 1 7 ' ) 8 0 ,7 9 1
1 1 A t l a n t a ,  G e o r g i a ( 3 3 ° 4 5 ’ , - 8 4 ° 2 3 ' ) 7 9 ,1 9 8
1 2 B o i s e ,  I d a h o ( 4 3 ° 3 8 ' , - 1 1 6 ° 1 2 ' ) 9 . 5 0 2
13 S p r i n g f i e l d .  I l l i n o i s ( 3 9 ° 4 6 ‘ . - 8 9 ° 3 7 ' ) 3 8 7 .9 6 1
14 I n d i a n a p o l i s ,  I n d i a n a ( 3 9 ° 4 5 ’ , - 8 6 ° 0 8 ’) 9 1 . 2 9 4
15 Des M o i n e s , Iowa ( 4 1 ° 3 5 ' , - 9 3 ° 3 7 ' ) 6 0 , 2 0 4
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emand
P o i n t C i t y
L a t i t u d e
L o n g i t u d e W eigh t
16 T o p e k a ,  K ansas ( 3 9 ° 0 2 ’ , - 9 5 ° 4 1 ’ ) 4 7 , 0 8 6
17 F r a n k f o r t , K e n tu c k y (38°10 , - 8 4 ° 5 5 ' ) 4 1 , 3 4 4
l a Ba ton  Rouge,  L o u i s i a n a (30°28 , - 9 1 ° 1 0 ' ) 5 2 , 9 7 8
19 Angus t a ,  Maine (44°19 , - 6 9 ° 4 2 ' ) 1 7 , 6 3 1
2 0 A n n a p o l i s ,  M a r y l a n d (39°00 , - 7 6 ° 2 5 ' ) 7 3 , 8 3 4
2 1 B o s t o n ,  M a s s a c h u s e t t s (42°15 , - 7 1 ° 0 7 ' ) 1 5 3 ,4 0 9
2 2 L a n s i n g ,  M ic h i g a n (42°45 , - 8 4 ° 3 5 " ) 1 2 7 ,1 8 7
23 S t .  P a u l ,  M i n n e s o t a (44°57 , - 9 3 ° 0 5 ’ ) 9 0 , 3 2 3
24 J a c k s o n ,  M i s s i s s i p p i (32°17 , - 9 0 ° 1 0 ' ) 2 4 , 4 4 8
25 J e f f e r s o n  C i t y ,  M i s s o u r i (3 8 °3 4 , - 9 2 ° 1 0 ’ ) 1 3 9 ,1 4 0
26 H e l e n a , M ontana (4 6 °3 4 , - 1 1 2 ° 0 1 ’ ) 1 7 ,3 2 2
1 1 L i n c o l n ,  N e b r a k s a (40°49 , - 9 6 ° 4 3 ' ) 3 5 ,6 5 8
28 C a r s o n  C i t y ,  Nevada (39°10 , - 1 1 9 ° 4 5 ' ) 9 ,2 0 7
29 C o n c o rd ,  New H a m p s h i r e (43°1U , - 7 1 ° 3 0 ’ ) 1 1 ,6 3 1
30 T r e n t o n ,  New J e r s e y (4 0 °1 3 , - 7 4 ° 4 6 ' ) 1 8 4 ,3 9 7
31 S a n t e  F e ,  New Mexico (35°10 , - l U 6 ° 0 0 ’ ) 1 7 ,645
32 A l b a n y ,  New York (42°40 , - 7 3 ° 5 0 ' ) 6 6 2 , 5 8 4
33 R a l e i g h ,  N o r t h  C a r o l i n a (35°45 , - 7 8 ° 3 9 ‘) 7 3 ,7 4 9
34 B is m a rk ,  N o r t h  D a k o ta (4 6 °4 8 , - 1 0 0 ° 4 6 ’) 1 1 ,6 4 6
35 C o lu m b u s , O hio (40°00 , - 8 3 ° 0 0 ' ) 2 1 9 ,3 3 0
36 Oklahoma C i t y ,  Oklahoma (35°27 , - 9 7 ° 3 2 ’; 5 9 ,1 5 9
37 S a le m ,  O regon (44°55 , - l 2 3 ° 0 3 ’) 4 5 , 7 3 3
38 H a r r i s b u r g ,  P e n n s y l v a n i a (40°15 , - 7 6 ° 5 0 ’ ) 3 0 2 ,9 3 3
39 P r o v i d e n c e ,  Rhode I s l a n d (41°50 , - 7 1 ° 2 3 ’) 2 2 ,7 6 9
40 C o l u m b i a , S o u t h  C a r o l i n a (34°00 , - 8 l ° 0 0 ’ ) 2 8 , 4 3 4
41 P i e r r e ,  S o u t h  D a k o ta (44°22 , - 1 0 0 ° 2 0 ' ) 1 0 ,292
42 N a s h v i l l e ,  T e n n e s s e e (36°10 , - 8 6 ° 4 8 \ ) 6 8 ,7 7 0
43 A u s t i n ,  T exas C30°15 , - 9 7 ° 4 2 ’) 2 3 3 , 0 4 1
44 S a l t  Lake C i t y ,  U ta h (40°45 , - l l l ° 5 2 ' ) 2 3 , 1 1 0
45 M o n t p e l i e r ,  Vermont (44°2U , - 7 2 ° 3 5 ’ ) 1 4 ,0 8 2
46 Richmond,  V i r g i n i a (37°35 , - 7 7 ° 3 0 ' ) 7 4 ,4 0 8
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Demand
P o i n t C i t y
L a t i t u d e
L o n g i t u d e Weight
47 O ly m p ia ,  W as h in g to n ( 4 7 ° 0 2 ' , - 1 2 2 ° 5 2 ' ) 53 ,472
48 C h a r l e s t o n ,  West  V i r g i n i a  ( 3 8 ^ 2 0 ' , - 8 l ° 3 5 ' ) 2 3 ,2 4 0
49 M a d i s o n ,  W i s c o n s i n ( 4 3 ° G 5 ' , - 8 9 ° 2 3 ' ) 8 6 ,5 4 4
50 C h e y e n n e , Wyoming ( 4 1 ° 1 0 ' , - 1 0 4 ° 4 9 ' ) 7 ,489
VITA
D a n i e l  W L i t w h i l e r ,  J r .  was b o m  on F e b r u a r y  28 ,
1942 i n  R ing tow n ,  P e n n s y l v a n i a .  I n  1960 he  g r a d u a t e d  f rom  
F l o r i d a  High S c h o o l  i n  T a l l a h a s s e e ,  F l o r i d a .
I n  1963 he  r e c e i v e d  a  d u a l  B a c h e lo r  o f  S c i e n c e  
d e g r e e  i n  m a t h e m a t i c s  and  m a th e m a t i c s  e d u c a t i o n  ( w i t h  h o n o r s )  
f rom F l o r i d a  S t a t e  U n i v e r s i t y .
I n  1965 he  r e c e i v e d  t h e  M a s te r  o f  S c i e n c e  d e g r e e  
w i t h  a m a j o r  i n  m a t h e m a t i c s  f rom  F l o r i d a  S t a t e  U n i v e r s i t y  
and  e n t e r e d  t h e  U n i t e d  S t a t e s  A i r  F o rce  a s  a  c a r e e r  o f f i c e r .
He h e l d  a t e a c h i n g  a s s i s t a n t s h i p  i n  t h e  D e p a r tm en t  
o f  M a th e m a t i c s  a t  F l o r i d a  S t a t e  U n i v e r s i t y  f rom  1963 t o  
1965,  a n d  t a u g h t  e x t e n s i o n  c o u r s e s  i n  m a t h e m a t i c s  f o r  t h e  
U n i v e r s i t y  o f  S o u t h e r n  M i s s i s s i p p i  i n  B i l o x i ,  M i s s i s s i p p i ,  
i n  1966.
S in c e  e n t e r i n g  t h e  A i r  F o rc e  h e  h a s  h e l d  a v a r i e t y  
o f  p o s i t i o n s  i n c l u d i n g  S q u a d ro n  O p e r a t i o n s  O f f i c e r  f o r  a  
r e m o te  " l i s t e n i n g  p o s t "  s i t e .  C o m p t r o l l e r  f o r  S o u t h e r n  Com­
m u n i c a t i o n s  A rea  (AFCS) , P rogram s  O f f i c e r  f o r  F i f t h  A i r  
F o rce  r e s p o n s i b l e  f o r  m o n i t o r i n g  a l l  A i r  F o r c e  a s p e c t s  o f  
t h e  Okinawa R e v e r s i o n ,  a n d  A s s i s t a n t  P r o f e s s o r  i n  t h e  USAF 
Academy D e p a r tm en t  o f  M a t h e m a t i c a l  S c i e n c e s .  He i s  c u r r e n t l y  
a t  t h e  A i r  F o rc e  Academ y.
Major  L i t w h i l e r  i s  a  member o f  P h i  E t a  S igma,  P i  Mu 
E p s i l o n ,  A II E , and  ORSA.
